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Niepewnosé

Niech akcja A; = wyjedz na lotnisko t minut przed odlotem.
Czy A; pozwoli mi zdgzy¢ na czas?

Problemy:
informacja czes$ciowa (stan ulic, plany innych kierowcéw, etc.)
niedokfadne informacje (raport o korkach)
niepewnos$¢ dziatania akcji (ztapanie gumy, etc.)

ogromna ztozono$¢ modelowania i przewidywania ruchu

Stad czysto logiczne podejscie albo
1) ryzykuje fatszywosc¢: “Azs pozwoli mi zdazy¢ na czas”
albo 2) prowadzi do wnioskéw zbyt stabych do podjecia decyzji:
“Azs pozwoli mi zdazyé na czas jesli nie bedzie wypadku na moscie i nie Azd
bedzie padaé i nie ztapie gumy itd.” ~$
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Metody wnioskowania w niepewnosci

Reguty z czynnikiem ryzyka:

Aos 0.3 zdgzy na czas
Zraszacz .99 Mokry Trawnik
MokryTrawnik —q 7 Deszcz

Pytania: Problemy z kombinowaniem, np. czy Zraszacz powoduje Deszcz??

Prawdopodobienstwo
Dla dostepnych przestanek
Aos zdazy na czas z prawdopodobienstwem 0.04
Mahaviracarya (IX w.), Cardamo (1565) teoria ryzyka

(Logika rozmyta zarzadza stopniem prawdziwosci NIE niepewnoécig, np.
MokryTrawnik jest prawdg w stopniu 0.2) g |* !
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Prawdopodobienstwo

Stwierdzenia prawdopodobne warto iterowa¢ w przypadku
ograniczen: niemoznos$¢ wyliczenia wyjatkéw, warunkéw, etc.
braku wiedzy: brak istotnych faktéw, warunkéw poczatkowych, etc.

Prawdopodobienstwa moga sie odnosi¢ do czyjego$ stanu wiedzy,
np. P(Ags|brak zgtoszonych wypadkéow) = 0.06

Takie prawdopodobienstwa mozna okres$la¢ na podstawie doswiadczenia, analizy
podobnych sytuacji, danych statystycznych itd.

Prawdopodobienstwo zdarzenia zmienia si¢ wraz z nowa przestanka:
np. P(Ags|brak zgtoszonych wypadkéw, 5-ta rano) = 0.15
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Podejmowanie decyzji w niepewnosci

Zatbzmy, ze wierze w nastepujace zdania:

P(Azs pozwoli zdgzy¢ na czas] ..
P(Ago pozwoli zdazy¢ na czas| ..
P(A120 pozwoli zdazy¢ na czas] ..
P(A1440 pozwoli zdazy¢ na czas] ..

Ktora akcje wybraé?

) =0.04
)=0.70
) =095
.) =0.9999

Zalezy od moich preferencji co do spdznienia, kuchni na lotnisku, itd.

Teoria uzyteczno$ci jest uzywana do reprezentacji i wnioskowania o tego rodzaju

preferencjach

Teoria decyzji = teoria uzytecznosci + teoria prawdopodobienstwa
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Podstawy prawdopodobienstwa

Zmienna losowa jest funkcjg z przestrzeni prébek w pewien zbidr wartosci,
np. rzeczywistych lub boolowskich
np. Odd(1) = true.

P indukuje rozktad prawdopodobienstwa dla dowolnej zmiennej losowej X:
Przypadek dyskretny:

PX=x)= Y Plo)

{o:X(0)=x}

np. P(Odd = true) =1/6+1/6+1/6=1/2
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Podstawy prawdopodobienstwa

Zdania reprezentujg pewne zdarzenia (podzbiory przestrzeni prébek), w ktérych sa
prawdziwe

Dla danych zmiennych boolowskich Ai B:
zdarzenie a = zbiér punktéw prébkowych gdzie A(®) = true
zdarzenie —a = zbiér punktéw prébkowych gdzie A(w) = false
zdarzenie aA b = zbiér punktéw gdzie A(w) = true i B(w) = true

Dla zmiennych boolowskich, punkt prébkowy = model rachunku zdan
np. A= true, B = false, lub a/ —b.

Zdanie = alternatywa zdarzen atomowych, w ktérych to zdanie jest prawda
np. (aVb) = (—aAb)V(aAn—b)V(anb)
= P(aVb)=P(-aAb)+ P(an—b)+ P(aAb)
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Sktadnia zdan

Boolowskie zmienne losowe
np. Cavity (czy jestem ostabiony?)

Dyskretne zmienne losowe (skoriczone lub nieskoficzone)

np. Weather ma jedng warto$¢ z (sunny, rain, cloudy, snow)
Weather = rain jest zdaniem
Wartosci musza by¢ kompletne i wzajemnie sie wykluczaé

Ciggte zmienne losowe (ograniczone lub nieograniczone)
np. Temp = 21.6; mozna takze Temp < 22.0.

Mozna stworzy¢ dowolne kombinacje boolowskie prostych zdan, np. $ciezki lub grupy

Sciezek w drzewach decyzyjnych. ! - !
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Prawdopodobienstwo bezwarunkowe

Bezwarunkowe prawdopodobiefstwo zdan
np. P(Cavity = true) = 0.1 i P(Weather = sunny) = 0.72
odpowiada przekonaniom przed dostarczeniem jakiejkolwiek (nowej) przestanki

Rozktad prawdopodobienstwa daje wartosci dla wszystkich przypisan:
P(Weather) = (0.72,0.1,0.08,0.1) (znormalizowana: sumuje sie do 1)

taczny rozktad prawdopodobienstwa dla zbioru zm. los. daje prawdopodobienstwa
kazdego zdarzenia atomowego na tych zm. los. (tzn. kazdy punkt prébkowy)
P(Weather, Cavity) = macierz warto$ci 4 x 2:

Weather = \ sunny rain  cloudy snow
Cavity =true | 0.144 0.02 0.016  0.02
Cavity = false | 0.576 0.08 0.064 0.08
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobienstwo warunkowe (a posteriori)
np. P(Cavity| Toothache) = 0.8
tzn. zaktadajac, ze Toothache to to, o czym wiem

Notacja rozktadéw warunkowych:
P(Cavity| Toothache) = 2-elementowy wektor 2-elementowych wektoréw
(bo zaréwno Cavity jak i Toothache maja dwie wartosci)

Jesli wiemy wiecej, np. Cavity tez jest dane, wtedy mamy
P(cavity [toothache, cavity) = 1

Nowe przestanki moga by¢ nieistotne, umozliwiajac upraszczanie, np.
P(cavity [toothache, 49ersWin) = P(cavity |toothache) = 0.8 N
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Definicja podstawowa:
P(anb)

P(alb) = @) " P(b) #0

Sformutowanie alternatywne:
P(anb) = P(alb)P(b) = p(bla)P(a)

Prawdopodobienstwa warunkowe pojawiaja sie przy ocenie regut i drzew decyzyjnych.
Nie mozna ich jednak myli¢ z implikacjami.
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Ogélna wersja dla catych rozktadéw, np.
P(Weather, Cavity) = P(Weather|Cavity )P( Cavity)
(zbidr 4 x 2 réwnan, 4 wartosci Weather, 2 wartosci Cavity)

Reguta tancuchowa otrzymywana przez kolejne zastosowania reguty produkcji:

P(X1,...,Xn) =P(X1,. ... Xn—1)P(Xa| X1, ., Xn_1)
=P(X1,...,. Xn_2)P(Xo_1|X1,..., Xn_2)P(XnlX1, ..., Xn_1)
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Whioskowanie przez wyliczanie

Zacznij od rozktadu tagcznego

tootache —tootache
catch | —catch | catch | —catch
cavity .108 .012 .072 .008
—cavity .016 .064 144 .576

Dla dowolnego zdania ¢, sumuj zdarzenia atomowe, w ktorych to zdanie jest
prawdziwe:

P(9)= Y Plo)
0:0=¢

P(toothache) = 0.108 4 0.012+0.016 +0.064 = 0.2
P(cavity V toothache) = 0.108 +0.012+0.072 4 0.008 +0.016 + 0.064 = 0.28
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Whioskowanie przez wyliczanie

Zacznij od rozktadu tagcznego

tootache —tootache
catch | —catch | catch | —catch
cavity .108 .012 .072 .008
—cavity .016 .064 144 .576

Mozna réwniez policzy¢ prawdopodobienstwa warunkowe:

P(—cavity A toothache)
P(toothache)
0.016+0.064

P(—cavity|toothache) =

= =04
0.108+0.01240.016 + 0.064

- ¥
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Whioskowanie przez wyliczanie

Zacznij od rozktadu tagcznego

tootache —tootache
catch | —catch | catch | —catch
cavity .108 .012 .072 .008
—cavity .016 .064 144 .576

Mianownik mozna réwniez traktowac jako statg normalizacji o:

P(Cavity|toothache) = a.P(Cavity, toothache)
= «a [P(Cavity, toothache, catch) + P(Cavity, toothache, —catch)]
= a[(0.108,0.016) + (0.012,0.064)]
= (0.12,0.08) = (0.6,0.4)
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Whioskowanie przez wyliczanie

Zazwyczaj interesuje nas

rozktad warunkowy zadanych zmiennych Y
przy danych specyficznych wartosciach e dla zmiennych-przestanek E

Zmienne ukryte H=X—-Y—E
Ogolny pomyst: ustalamy zmienne-przestanki i sumujemy prawdopodobienstwa po
wartosciach zmiennych ukrytych:

P(YE=e)=oaP(Y,E=e)=a) P(Y,E=eH=h)
h

Wyrazenia w sumowania sg warto$ciami tgcznego rozktadu poniewaz Y, E i H razem
wyczerpujg caty zbiér zmiennych losowych.
Problemy:
Ztozonos¢ czasowa O(d") gdzie d jest maks. liczbg wartosci zmiennej
Ztozonos¢ pamigciowa O(d"), zeby pamigtaé taczny rozktad
Jak zbudowa¢ stownik wartosci prawdopodobienstw dla O(d") punktéw
prébkowych???
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Niezalezno$é

Ai B saniezalezne <=
P(A|B)=P(A) lub P(BJA)=P(B) lub P(A,B)=P(A)P(B)

. Cavity
Cavity decomposes into

Tootache  Catch
Tootache Catch q
Weather

P( Toothache, Catch, Cavity, Weather) = P(Toothache, Catch, Cavity )P( Weather)

32 wartosci prawdopodobienstw zredukowane do 12; dla n niezaleznych rzutéow
monetg 2" — n

Petna niezalezno$¢ zmiennych jest bardzo efektywna, ale bardzo rzadka. ~$

Dominik Slezak Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW s1

SID — Wykiad XI Sieci Bayesowskie


slezak@mimuw.edu.pl

Niezalezno$¢ warunkowa

P( Toothache, Cavity, Catch) wymaga 2° — 1 = 7 niezaleznych wartosci

Jesli mam ostabienie, prawdopodobienstwo, ze ztapie wtedy przezigbienie jest
niezalezne od tego, czy mam bdl zeba:
(1) P(catch|toothache, cavity) = P(catch|cavity)

Ta sama niezalezno$¢ pozostaje, jesli nie mam ostabienia:
(2) P(catch|toothache,—cavity) = P(catch|—cavity)

Catch jest warunkowo niezalezne od Toothache przy danym Cavity:
P(Catch| Toothache, Cavity) = P(Catch|Cavity)

Réwnowazne zdania:
P(Toothache|Catch, Cavity) = P( Toothache|Cavity) 5
P(Toothache, Catch|Cavity) = P( Toothache|Cavity)P(Catch|Cavity) $
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Niezalezno$¢ warunkowa

Uzywajac petnego tgcznego rozkiadu i reguty tancuchowej:
P(Toothache, Catch, Cavity)
= P(Toothache|Catch, Cavity )P(Catch, Cavity)

= P(Toothache| Catch, Cavity)P(Catch|Cavity)P(Cavity)
= P(Toothache|Cavity)P( Catch| Cavity )P(Cavity)

Tzn. 2 + 2 + 1 = 5 niezaleznych warto$ci (réwnania 1 i 2 usuwajg 2)

W wiekszosci przypadkéw uzycie prawdopodobienstwa warunkowego redukuje
rozmiar reprezentacji fagcznego rozktadu z wyktadniczego od n do linowego od n.

Niezalezno$¢ warunkowa jest najbardziej podstawowg i efektywng formg wiedzy o
niepewnym $rodowisku.
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Reguta Bayesa

Reguta produkcyjna P(aA b) = P(alb)P(b) = P(bla)P(a)

= reguta Bayesa P(alb) = %

lub dla rozktadéw
P(X|Y)P(Y) _
P(X)

Uzyteczne przy szacowaniu prawdopodobienstwa diagnostycznego na podstawie
prawdopodobienfstwa przyczynowego:

P(Y|X) = oP(X|Y)P(Y)

P(Effect|Cause) P(Cause)
P(Effect)

P(Cause|Effect) =

Np. M dolegliwo$¢ meningitis, S sztywnienie szyi:

P P 8% 0.0001
P(m|s) = (S|,,,7?S)(m) = 08X001000 =0.0008
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Reguta Bayesa i niezaleznos¢ warunkowa

P(Cavity|toothache A catch)
= oP(toothache A catch|Cavity)P( Cavity)
= o P(toothache|Cavity)P(catch| Cavity )P( Cavity)

Model wnioskowania naiwny Bayesowski (zaktada niezalezno$¢ obserwacji):
P(Cause, Effecty ..., Effect,) = P(Cause) HP(Effecti|Cause)
i

Cooure > Coan

Catkowita liczba parametréw liniowa od n. ‘*
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Sieci bayesowskie

Prosta, grafowa notacja do reprezentacji stwierdzen o niezalezno$ci warunkowej i do
zwartej specyfikacji petnych rozktadéw wielu zmiennych losowych.

Sktadnia:
m zbiér weztdw, jeden dla kazdej zmiennej losowej
m skierowany graf acykliczny (strzatka ~ “bezposrednio wptywa na”)

m dla kazdego wezta rozktad warunkowy na podstawie rodzicow:
P(X;|Parents(X;))

W najprostszym przypadku rozktad warunkowy reprezentowany jest jako tablica
prawdopodobienstwa warunkowego (TPW) dajgca rozktad X; dla kazdej kombinacji

wartosci rodzicéw. g | !
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Sieci bayesowskie: przyktad

Topologia sieci koduje stwierdzenie o warunkowej niezaleznosci:

Gy Coa>

Weather jest niezalezna od innych zmiennych.

Toothache i Catch sg warunkowo niezalezne przy danym Cavity.
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Sieci bayesowskie: przyktad

Jestem w pracy, sasiad John dzwoni do mnie, méwiac mi, ze moj
alarm domowy sie wigczyt, ale sasiadka Mary nie dzwoni. Czasami
alarm wigcza sie przy drobnych trzesieniach ziemi. Czy to jest
wiamanie?

Zmienne: Burglar, Earthquake, Alarm, JohnCalls, MaryCalls
Topologia sieci odzwierciedla wiedze “przyczynowo-skutkowg”:

m Witamywacz moze uruchomié alarm

m Trzesienie ziemi moze uruchomié alarm

m Uruchomiony alarm moze spowodowaé, ze Mary zadzwoni
m Uruchomiony alarm moze spowodowaé, ze John zadzwoni $
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Sieci bayesowskie: przyktad

P(E)

P(B)
001 Earthquake 002

Burglary

B E |P(AIB,E)
T T| 95

T F| 94

F T| 29

F F | .001

P(JIA) A |P(MIA)

F| .05 F| .01 2
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Zwartos¢ reprezentacji sieci

TPW dla boolowskiej zmiennej
Xi z k boolowskimi zmiennymi-rodzicami ma oK wierszy e G
bedacych kombinacjami wartosci zmiennych-rodzicéw.

Kazdy wiersz 0
TPW wymaga jednej wartosci prawd. p dla X; = true
(prawdopodobienstwo dla X; = false jest 1 — p). 0 m

Jesli kazda zmienna ma co najwyzej k rodzicéw, to petna
sie¢ wymaga O(n- 2X) wartosci prawdopodobienstw.

Tzn. roénie liniowo z n, vs. O(2") dla petnego rozktadu tacznego.

Dla sieci z wtamaniem, 1+1+4 +2+ 2 = 10 wartosci prawdopodobienstw < 24
(vs. 2° —1 =31). \
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Globalna semantyka

Globalna semantyka definiuje petny

rozktad tgczny jako produkt lokalnych rozktadéw warunkowych:
n ® @
P(X1,...,Xn) = [ [ P(Xi|Parents(X;))
i (A)
np. P(AmAaA—-bA—e)
= P(jla)P(m|a)P(al b, ~e)P(~b)P(e) O O
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Lokalna semantyka

Lokalna semantyka: kazdy wezet jest warunkowo niezalezny przy danych
rodzicach od pozostatych weztéw nie bedacych jego potomkami

Twierdzenie: Lokalna semantyka <= globalna semantyka $
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Konstruowanie sieci bayesowskiej

Wymaga metody takiej, ze ciag lokalnie testowalnych zalezno$ci warunkowych nadaje
znaczenie globalne.

Wybierz uporzadkowanie zmiennych los. Xj,..., Xj
Dla kazdego i = 1 do n

m dodaj X; do sieci
m wybierz rodzicéw X, ..., Xj_ takich, ze
P(Xj|Parents(X;)) = P(Xi| X1, ..., Xi—1)

Wyb6ér rodzicow gwarantuje znaczenie globalne:

::

P(X1,....Xn) = | | P(Xi| X1, ..., Xi—1) (reguta tancuchowa)

P(Xi|Parents(X;))  (przez konstrukcje)

::

i=1
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Konstruowanie sieci bayesowskiej: przyktad

Zatézmy, ze wybieramy M, J, A, B, E

P(JM) = P(J)?
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Konstruowanie sieci bayesowskiej: przyktad

Zatézmy, ze wybieramy M, J, A, B, E

P(J|M) = P(J)? Nie
P(A|J, M) = P(A|J)? P(AlJ,M) = P(A)?
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Konstruowanie sieci bayesowskiej: przyktad

Zatézmy, ze wybieramy M, J, A, B, E

Carm >
P(JIM) = P(J)? Nie

(
P(A|J, M) = P(A|J)? P(AlJ,M) = P(A)? Nie
P(B|A,J,M) = P(B|A)?
(

P(B|A,J,M) = P(B)? $
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Konstruowanie sieci bayesowskiej: przyktad

Zatézmy, ze wybieramy M, J, A, B, E

Burglary

Earthquake

P(JIM) = P(J)? Nie

P(A|J, M) = P(A|J)? P(AlJ,M) = P(A)? Nie
P(B|A,J,M) = P(B|A)? Tak

P(B|A,J,M) = P(B)? Nie Aid
P(E|B,A,J,M) = P(E|A)? %

P(E|B,A,J,M) = P(E|A, B)?
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Konstruowanie sieci bayesowskiej: przyktad

Zatézmy, ze wybieramy M, J, A, B, E

Burglary

Earthquake

P(JIM) = P(J)? Nie

P(A|J, M) = P(A|J)? P(AlJ,M) = P(A)? Nie
P(B|A,J,M) = P(B|A)? Tak

P(B|A,J,M) = P(B)? Nie Aid
P(E|B,A,J,M) = P(E|A)? Nie %

P(E|B,A,J,M) = P(E|A,B)? Tak
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Konstruowanie sieci bayesowskiej: przyktad

Zatézmy, ze wybieramy M, J, A, B, E

Burglary

Earthquake

Rozpoznawanie warunkowych niezaleznosci i oszacowanie prawdopodobienstw
warunkowych jest trudne dla ludzi w nie przyczynowo-skutkowych kierunkach.
Sie¢ jest mniej zwarta: 14244+ 2+ 4 = 13 warto$ci prawdopodobienstw
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Sie¢ bayesowska: diagnoza samochodu

Poczatkowa przestanka: samochéd nie zapala
Zmienne testowalne (zielone), zmienne “zepsute, napraw to” (pomaranczowe),
zmienne ukryte (szare) rozrzedzajg strukture, redukujg parametry

alternator
broke!
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Siec bayesowska: ubezpieczenie samochodu

>
‘ oodStudn / .
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Zwarty rozktad warunkowy

TPW ro$nie wyktadniczo wraz z liczbg zmiennych-rodzicéw
TPW staje sie nieskonczona dla rodzica lub syna z warto$ciami ciggtymi

Rozwigzanie: kanoniczne rozktady, ktdre sg zdefiniowane w zwarty sposob

Deterministyczne wezty sg najprostszym przypadkiem:
X = f(Parents(X)) dla pewnej funkcji f

Np. funkcje boolowskie
NorthAmerican <= Canadian\ USV Mexican

Np. numeryczne powigzania pomiedzy zmiennymi ciggtymi
dLevel s
ST inflow + precipitation - outflow - evaporation $
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Zwarty rozktad warunkowy

Rozktady noisy-OR modelujg wiele niezaleznych przyczyn
m Rodzice U; ... Uk obejmujg wszystkie mozliwe przyczyny

m Niezalezne prawdopodobienstwo porazki g; dla kazdej przyczyny

J
= P(X|Ui...U,=Upy1...mU) =1—] ] a
i=1

Cold Flu Malaria | P(Fever) | P(—Fever)
F F F 0.0 1.0
F F T 0.9 0.1
F T F 0.8 0.2
F T T 0.98 0.02=0.2x0.1
T F F 0.4 0.6
T F T 0.94 0.06 =0.6 x0.1
T T F 0.88 0.12=0.6x0.2 %
T T T 0.988 0.012=0.6 x0.2x 0.1 :$

Liczba parametrow liniowa od liczby rodzicéw.
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Sieci hybrydowe (zmienne dyskretne+ciggte)

Dyskretne (Subsidy? i Buys?); ciagte (Harvest i Cost)

Subsidy? @

Cost

Buys?

Opcja 1: dyskretyzacja zm. ciggtych — mozliwe duze btedy, duze TPW
Opcja 2: skonczenie parametryzowalne rodziny funkcji kanonicznych

1) Zmienne ciagte, zmienne-rodzice dyskretne+ciagte (np. Cost) $
2) Zmienne dyskretne, zmienne-rodzice ciggte (np. Buys?)
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Zmienne-dzieci ciggte

Wymaga jednej funkcji warunkowej gestosci dla zmiennej bedacej dzieckiem przy
ciggtych zmiennych-rodzicach, dla kazdego mozliwego przypisania na
zmiennych-rodzicach dyskretnych

Najbardziej powszechny jest model gaussowski liniowy (LG), np.:

P(Cost = c|Harvest = h, Subsidy? = true)
= N(a,th b[, G[)(C)

_ 1 1 (e (ah+tb))?
_6,\/27reXp( 2( ot ))

Srednia zmiennej Cost zmienia sie liniowo w zalezno$ci od wartosci Harvest,
wariancja jest stata.

Liniowa zmienno$¢ jest nieodpowiednia dla petnego zakresu wartosci Harvest $
ale dziata dobrze, jesli prawdopodobny zakres tych wartosci jest waski.
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Zmienne-dzieci ciagle

\
\\Q\\\\
\\\\\\\\\\\\\\\\
AN \\\ \\\
\\\\$\\§§§\\\§\\§\\\ AN
\QQQ\\ \\\Q\\\\t\\

3 5 Harvest
Cost 10 0

Sie¢ tylko ze zmiennymi ciaggtymi z rozktadami LG
— petny rozktad gaussowski wielu zmiennych

Sie¢ LG zmiennych dyskretnych+ciggtych jest siecig gaussowska warunkowg tzn.
gaussowski rozktad wszystkich zmiennych ciagtych dla kazdej kombinacji warto$ci
zmiennych dyskretnych.
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Zmienne dyskretne z ciggtymi zmiennymi-rodzicami

Prawdopodobienstwo Buys? dla danego Cost powinno by¢ “miekkim” progiem:

P(Buys?=falselCost=c)

0.8

0.6

0.4

0.2

Rozktad probitowy uzywa catkowania funkcji gaussowskiej:
X

®(x) :/wN(0,1)(x)dx

P(Buys? = true|Cost = ¢) = ®((—c+u)/o)
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Dlaczego rozktad probitowy?

Ma wtasciwy ksztatt

Moze by¢ traktowany jako sztywny prég, ktérego potozenie jest zaktbcone

N\
Cod (oo Qoise)

Buys? | %
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Zmienne dyskretne z ciggtymi zmiennymi-rodzicami

Rozkfad sigmoidalny (lub logitowy) uzywany réwniez w sieciach neuronowych:

1

P(Buys? = true|Cost =¢) = ——————
( | ) 1+exp(—2—°:”)

Rozkfad sigmoidalny ma ksztatt podobny do probitowego, ale diuzsze ogony:

P(Buys?=falselCost=c)

6
Cost ¢
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Rodzaje zadan dla sieci bayesowskiej

Zapytania proste: oblicz brzegowa warto$¢ warunkowg P(X;|E = e)
np. P(NoGas|Gauge = empty, Lights = on, Starts = false)

Zapytania koniunkcyjne: P(X;, Xj|E = e) = P(X/|E =e)P(Xj|X;,E=e)

Decyzje optymalizacyjne: sie¢ zawiera informacje o uzytecznosci;
np. wnioskowanie probabilistyczne dla P(outcome|action, evidence)

Warto$¢ informaciji: ktéra przestanke sprawdzi¢ jako nastepna?

Analiza wrazliwosci: ktére warto$ci prawdopodobienstwa sg najbardziej
krytyczne?

Wyjasénienie: Dlaczego potrzebuje nowego rozrusznika? $
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Whnioskowanie w sieci bayesowskiej

<> Wnioskowanie doktadne
m Przez wyliczanie wartosci

m Przez eliminacje zmiennych

> Wnioskowanie aproksymacyjne
m Przez symulacje stochastyczng
m Metodg Monte Carlo z tancucha Markowa
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Whioskowanie przez wyliczanie wartosci

Sumowanie iloczynéw z prawdopodobienstw brzegowych bez faktycznego
konstruowania ich jawnej reprezentacii, przy uzyciu prawdopodobienstw
warunkowych z sieci bayesowskiej.

Proste zapytanie w sieci z alarmem domowym:

P(Blj,m)

=P(B,j,m)/P(j,m)

= aP(B,j,m)

=a) Y P(B.ea,j,m)

Przec%ogzac po zmiennych w kolejnosci zgodnej

z siecig (np. B, E, A, J, M) wyciggamy sumowanie po kolejnych
zmiennych na zewnatrz wyrazenia i uzywamy wartosci
prawdopodobiehstw z tablic TPW:

P(Blj,m) OCZZP B)P(e)P(a|B, e)P(jla)P(m|a)
B)ZP ZP(aIBe (jla)P(m|a)
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Wyliczanie wartosci: algorytm

function ENUMERATION-ASK(X, e, bn) returns a distribution over X
inputs: X - the query variable
e - observed values for variables E
bn - a Bayesian network with variables {X} UEUY
Q(X) < a distribution over X, initially empty
for each value x; of X do
extend e with value x; for X
Q(x;) <~ ENUMERATE-ALL(VARS[br1, €)
end for
return NORMALIZE(Q(X))
end function

function ENUMERATE-ALL(vars, e) returns a real number
if EMPTY?(vars) then
return 1.0
end if
Y + FIRST(vars)
if Y has value y in e then
return P(y|Parent(Y)) x ENUMERATE-ALL(REST(vars),e)
else
return ZP(y\Parent( Y)) x ENUMERATE-ALL(REST (vars), ey )
Y

where ey is e extended with Y = y
end if
end function
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Wyliczanie warto$ci: dziatanie

P(alb,—e)
.94

P(jl~a)
05

P(jla)
90

P(m|-a)
01

P(m|a)
70

Rekurencyjne wyliczanie zmiennych w gtab sieci: O(n) pamigci, O(d") czasu.

Wyliczanie jest nieefektywne: powtarza obliczenia, ‘$
np. liczy P(j|a) P(m]|a) dla kazdej wartosci e.
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Whioskowanie przez eliminacje zmiennych

Eliminacja zmiennych: wykonuje sumowanie z prawej do lewej, pamieta wyniki
posrednie (czynniki) w celu uniknigcia powtérzen

P(BJj.m) = aP(B) . P(e) Y_P(alB.¢) P(jla) P(m]a)
2 S R

B
=aP(B)) P(e ZP(a|B e)P(j|a)fu(a)
= aP(B)ZP e ZP(a|B, e)fm(a)
B)ZP Yam (b, e)

= aP(B)fzzm(b)
= afg(b) x fgam(b)
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Whioskowanie przez eliminacje zmiennych

P(m|a)

P(jla)P(m|a) )
fu(A) = o Em(A) = £(A) x fu(A) = ,
= (g ) == (g 300,
fa(A, B, E) jest macierza 2 x 2 x 2 dla wszystkich wartosci A, B, E
fam(B, E) = fa(a, B, E) x fym(a) + fa(—a, B, E) x fyy(—a)

feam (B, E) = fe(e) x fa(B. e) + fe(—e) x fz (B, ~e)
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Eliminacja zmiennych: algorytm

function ELIMINATION-ASK(X, e, bn) returns a distribution over X
inputs: X - the query variable
e - evidence specified as an event
bn - a belief network specifying join distribution P(Xj,.
factors « []
vars < REVERSE(VARS[bn])
for each var in vars do
factors <— [MAKE-FACTOR(var, e)|factors]
if var is a hidden variable then
factors <— SUM-OUT (var, factors)
end if
end for
return NORMALIZE(POINTWISE-PRODUCT (factors))
end function

4 Xn)
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Eliminacja zmiennych: zmienne nieistotne

Rozwazmy zapytanie P(JohnCalls|Burglary = true)
P(J|b) = aP(b) Y P(e)Y P(alb,e)P(J|a) ) P(m|a)
e a m

Suma po m jest réwna 1; M jest nieistotne dla zapytania
—> Mozna pomina¢ sumowanie po zmiennych nieistotnych

Tw 1: Y jest nieistotne jesli Y & Ancestors({X} UE)

Tutaj X = JohnCalls, E = {Burglary}
i Ancestors({X} UE) = {Alarm, Earthquake}
wigc M jest nieistotne.
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Eliminacja zmiennych: zmienne nieistotne

Def: moralny graf sieci bayesowskiej (nieskierowany): zawiera
krawedzie z oryginalnej sieci bez kierunku oraz krawedzie
pomiedzy kazda parg rodzicdw majaca wspdine dziecko.

Def: A jest m-odseparowane od B przez
C <= gdy jest odseparowane przez C w grafie moralnym.

Tw 2: Y jest nieistotne jesli jest m-odseparowane od X przez E.

Dla P(JohnCalls|Alarm = true),
obie Burglary i Earthquake sa nieistotne.
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Ztozonos$¢ doktadnego wnioskowania

Sieci pojedynczych potaczen (polidrzewa):
m kazde dwa wierzchotki potgczone sg co najwyzej jedna $ciezka
m zlozono$¢ czasowa i pamigciowa algorytmu eliminaciji zmiennych O(dkn)

Sieci wielokrotnych potaczen:
m mozna zredukowa¢ 3SAT do doktadnego wnioskowania = NP-trudne
m réwnowazne zliczaniu modeli 3SAT — #P-zupetne

1.AVBVC
2.CvDV-A
3.BvCVv-D
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Whnioskowanie przez symulacje stochastyczng

Podstawowy pomyst:
Losuj N prébek z rozktadem probkowym S
Oblicz aproksymacyjne prawdopodobiefistwo wynikowe P
Udowodnij zbiezno$¢ do prawdopodobienstwa
faktycznego P
Whnioskowanie stochastyczne bezwarunkowe (bez przestanek):

m Prébkowanie bezpos$rednie

Whioskowanie stochastyczne warunkowe (z przestankami):

m Prébkowanie z odrzucaniem: odrzuca prébki niezgodne z przestankami

m Wazenie prawdopodobienstwa préobek:
uzywa przestanek do wazenia prawdopodobienstwa probek

m Monte Carlo z tancucha Markowa (MCMC): 432
prébkuje z procesu stochastycznego, w ktérym prawdopodobienstwo $
stacjonarne jest rzeczywistym prawdopodobienstwem warunkowym
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Probkowanie bezposrednie

function DIRECT-SAMPLING(X, bn, N) returns an estimate of P(X)
local variables: N - a vector of counts over X, initially zero
forj=1to Ndo

X + PRIOR-SAMPLE(bn)
N[x] < N[x] + 1 where x is the values of X in x
end for
return NORMALIZE(N[X])
end function

function PRIOR-SAMPLE(bn) returns an event sampled from bn
inputs: bn - a belief network specifying joint distribution P(X1,...,Xp)
X < an event with n elements
fori=1tondo
xj < a random sample from P(X;|Parents(X;))
end for
return x
end function
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)

¢ [P(sic) ¢ [P(RIC)
F .50 F .20
s | R [P(W|s.R)
T T 99
T F 90
F|T 90
F|F 01
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)

¢ [P(sic) ¢ [P(RIC)
F .50 F .20
s | R [P(W|s.R)
T T 99
T F 90
F|T 90
F|F 01
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)

¢ [P(slc) ¢ [P(RIC)
T | 10 @ T | 8
F .50 F .20

s | R [P(W|s.R)

T T 99

T F 90

F|T 90

F|F 01
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)

¢ [P(slc) ¢ [P(RIC)
T | 10 @ T | 8
F .50 F .20

s | R [P(W|s.R)

T T 99
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)

¢ [P(slc) ¢ [P(RIC)
T | 10 @ T | 8
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)

¢ [P(slc) ¢ [P(RIC)
T | 10 @ T | 8
F .50 F .20

s | R [P(W|s.R)

T T 99

T F 90

F|T 90

F|F 01
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Probkowanie bezposrednie: wtasnosci

Prawdopodobienstwo, ze PRIOR SAMPLE generuje dane zdarzenie
Sps(X1...xp) = HP xi|Parents(X;)) = P(x1 ...xn)

to odpowiada prawdopodoblenstwu faktycznemu tego zdarzenia

Np. Sps(t,f,1,1) =0.5x 0.9 x 0.8 x 0.9 = 0.324 = P(1,f,1,1)

Nps(x1 ...xn) — liczba probek wygenerowanych dla zdarzenia x1,.. ., X,
Wiedy
lim P(xy,...,xn) = lim Nps(x1,...,xn)/N
N—so0 N—roo

= Sps(X1,---,Xn)
=P(x1...Xn)

Powyzszg wtasno$é algorytmu DIRECT-SAMPLING nazywamy spéjno$cia
Notacja: P(x1,...,Xn) = P(x ...Xn)
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Prébkowanie z odrzucaniem

P(X|e) szacowane z probek zgodnych z przestankami e

function REJECTION-SAMPLING(X, e.bn, N) returns an estimate of P(X|e)
local variables: N - a vector of counts over X, initially zero
forj=1to Ndo
X <— PRIOR-SAMPLE(bn)
if x is consistent with e then
N < N+ 1 where x is the value of X in x
end if
end for
return NORMALIZE(N[X])
end function

Np. oszacowanie P(Rain|Sprinkler = true) przy uzyciu 100 probek
27 prébek ma Sprinkler = true
Z tego, 8 ma Rain = true i 19 ma Rain = false.

P(Rain| Sprinkler = true) = NORMALIZE((8,19)) = (0.296,0.704) ‘$
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Prébkowanie z odrzucaniem: wtasnosci

P(X|e) = aNps(X,e)  (wynik algorytmu REJECTION-SAMPLING)
= Nps(X,e)/Nps(e)  (normalizowane przez Npg(e))
~P(X,e)/P(e)  (whasnos¢ PRIOR-SAMPLE)
=P(X|e) (prawdopodobienstwo faktyczne)

Zatem prébkowanie z odrzucaniem ma wiasno$é spéjnosci tzn. oszacowanie zbiega
do faktycznego prawdopodobienstwa warunkowego

Problem: bardzo kosztowne jesli P(e) jest mate

P(e) rozpada sie wyktadniczo wraz z liczbg zmiennych!
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Wazenie prawdopodobienstwa prébek

Pomyst: ustala zmienne z przestanek, probkuje tylko zmienna spoza przestanek, i
wazy prawdopodobienstwo kazdej probki stosownie do przestanek.

function LIKELIHOOD-WEIGHTING(X, e, bn, N) returns an estimate of P(X|e)
local variables: W - a vector of weighted counts over X, initially zero
forj=1to Ndo
X, w < WEIGHTED-SAMPLE (bn)
W[x] <~ W[x] + w where x is the value of X in x
end for
return NORMALIZE(W[X])
end function

function WEIGHTED-SAMPLE(bn) returns an event and a weight
X < an event with n elements
w1
fori=1tondo
if Xj has a value x; in e then
W w x P(X; = x;|Parents(X;))
else
Xj — a random sample from P(X;|Parents(X;))
end if
end for
return x, w
end function
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)

c [P(sic) ¢ [P(RIC)
T .10 T .80
F .50 F .20
s | R [P(W|S,R)
T T .99
T F .90
F T .90
F|F .01 5
w=1.0 i
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)

c [P(sic) ¢ [P(RIC)
T .10 T .80
F .50 F .20
s | R [P(W|S,R)
T T .99
T F .90
F T .90
F|F .01 5
w=1.0 i
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)

c [P(sic) ¢ [P(RIC)
T .10 T .80
F .50 F .20
s | R [P(W|S,R)
T T .99
T F .90
F T .90
F|F .01 5
w=1.0 i
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)

¢ [P(sic) ¢ [P(RIC)
T | 10 T | 8
F .50 F .20
s | R [P(w|s,R)
T|T 99
T|F 90
FlT 90
FlF 01 »
w=1.0x0.1 l
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)

¢ [P(sic) ¢ [P(RIC)
T | 10 T | 8
F .50 F .20
s | R [P(w|s,R)
T|T 99
T|F 90
FlT 90
FlF 01 »
w=1.0x0.1 l
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

P(C)

¢ [P(s[c) ¢ [P(RIC)

T | 10 T | 8

F .50 F .20
s | R [P(W|s,R)
T T 99
T | F 90
FlT 90
F|F 01 ¥

w=1.0x0.1 !.i!l!
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Probkowanie bezposrednie: przyktad

¢ [P(s[c) ¢ [P(RIC)

T | 10 T | 8

F .50 F .20
s | R [P(W|s,R)
T T 99
T | F 90
FlT 90
F|F 01 »

w=1.0x0.1x%x0.99=0.099 l
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Wazenie prawdopodobienstwa probek: wtasnosci

Prawdopodobienstwo prébki wazonej WEIGHTED-SAMPLE wynosi

Sws(z,e) = l—ll P(zj|Parents(Z;))

=1
Uwaga: Sys uwzglednia tylko przestanki z przodkéw z;
—> daje prawdopodobienstwo posrednie pomigdzy prawdopodobiefstwem
a priori i a posteriori

Waga dla danej prébki z,e wynosi
m

w(z,e) = [ | P(ei|Parents(E;))
i=1
Wazone prawdopodobienstwo prébkowe:
Sws(z,e)w(z,e)

/ m
= [[ P(ailParents(Z)) [ ] P(eilParents(E;))
=1 =1
= P(z,e) (ze standardowej, globalnej semantyki sieci) %

Stad wazenie prawdopodobieristwa tez ma wiasnosé spéjnosci ale efektywno$é nadal™
maleje przy duzej liczbie przestanek poniewaz bardzo mato prébek ma duzg wage.
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Monte Carlo dla tahcucha Markowa

“Stan” sieci: biezace przypisanie wszystkich zmiennych

tancuch Markowa: ciag stanéw sieci, nastepny stan jest generowany poprzez
prébkowanie jednej zmiennej nie bedacej przestanka na podstawie jej koca
Markowa

function MCMC-ASK(X, e, bn, N) returns an estimate of P(X|e)
local variables: N[X] - a vector of counts over X, initially zero
Z - the nonevidence variables in bn
X - the current state of the network, initially copied from e
initialize x with random values for the variables in Y
forj=1to Ndo
N[x] <= N[x] + 1 where x is the value of X in x
for each Z; inZ do
sample the value of Z; in x from P(Z;|MB(Z;) given the values of MB(Z;) in x
end for
end for
return NORMALIZE(N[X])
end function
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Koc Markowa

Kazdy wezet jest warunkowo niezalezny od wszystkich pozostatych przy
danym jego kocu Markowa: rodzice + dzieci + inni rodzice dzieci
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Koc Markowa: przyktad

Koc Markowa dla Cloudy:
Sprinkler i Rain

—
e
C—oprmnrer—)

Koc Markowa dla Rain:
Cloudy, Sprinkler i WetGrass

Prawdopodobienstwo warunkowe przy danym kocu Markowa:
P(xi|MB(X;)) =
P(x/|Parents(X;))) [  P(zl|Parents(Z))
Z;eChildren(X;)
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tancuch Markowa

Przy przestankach Sprinkler = true, WetGrass = true
tancuch Markowa zawiera 4 stany:

P
CSprimkier—)
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Monte Carlo dla tancucha Markowa: przyktad

Szacowanie P(Rain|Sprinkler = true, WetGrass = true)

Algorytm powtarza prébkowanie zmiennych Cloudy i Rain na podstawie ich koca
Markowa. Zlicza, ile razy Rain byto true i false w kolejnych stanach sieci.

Np. odwiedza 100 stanéw
31 ma Rain = true, 69 ma Rain = false

P(Rain|Sprinkler = true, WetGrass = true)
= NORMALIZE((31,69)) = (0.31,0.69)
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Monte Carlo dla tancucha Markowa: wtasnosci

Twierdzenie: tancuch zbiega do rozktadu stacjonarnego (= sp6jnos¢):
proporcja czasu spedzonego w danym stanie w czasie diugiego dziatania
sieci jest doktadnie proporcjonalna do faktycznego prawdopodobienstwa
warunkowego.

< Zalety
m Metoda nie jest wrazliwa na topologie sieci

m Mozna stosowaé do zmiennych dyskretnych i ciggtych

{ Wady
m Zbiezno$¢ moze by¢ wolna
m Trudno okresli¢ moment, w ktérym algorytm daje juz bliskie rozwigzanie

m Moze byé czasowo rozrzutny, jesli wystepuja duze koce Markowa: Azl
P(X;|MB(X;)) nie zmienia sig duzo (Prawo Wielkich Liczb) a jest liczone za %
kazdym razem
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