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Definicja gramatyki bezkontekstowej

Podstawowymi narzedziami abstrakcyjnymi do opisu jezykéw
formalnych sa gramatyki i automaty. Gramatyka bezkontekstowa
(ang. cfg) jest formalnie czwérka G = (N, T, P,S) , gdzie

@ N - zbiér zmiennych syntaktycznych, inaczej zwanych
symbolami nieterminalnymi (w skrécie nieterminalami)

@ T - zbidr statych, inaczej zwanych symbolami terminalnymi (w
skrécie terminalami)

@ P - zbiér regut postaci X — a, S € N, inaczej zwanych
produkcjami, jest to program generujacy stowa jezyka

@ S € N - symbol poczatkowy gramatyki

Jezyk L(G) generowany przez G to zbiér stow nad alfabetem T

ktére mozna otrzymac starujac z S i stosujac produkcje (reguty)
gramatyki.
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Przyktad gramatyki bezkontekstowej dla jezyka:

L(G) = {we{a,b}" i #a(w) = F#p(w)}

Zbiorem nieterminali jest N = {A, B}, T = {a, b}. Zbiér produkcji
to:
S—aB, S—bA A—a, A— aS

A — bAA, B — b, B— bS, B — aBB

Gramatyki bezkontekstowe opisuja wtasnosci tekstéw w sposéb
rekurencyjny, dowody poprawnosci czesto indukcyjne ze wzgledu na
dtugos¢ generowanego stowa.
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Aby udowodni¢ poprawnosé ostatniej gramatyki dowodzimy
indukcyjnie whasnosci jezykéw generowanych przez poszczegélnie
nieterminale:

e S generuje stowa w takie, ze #,(w) = #p(w),

o A takie, ze #,(w) = #p(w) +1

o B takie, ze #a(w) + 1 = #,(w).
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Dalsze przyktady gramatyk bezkontekstowych

Niech Dy bedzie tzw. jezyk Dycka k-tego rzedu, sktada sie on z
napiséw bedacych poprawnymi wyrazeniami nawiasowymi k typéw
nawiaséw.

Dy jest zbiorem napiséw ktére mozna zredukowa¢ do stowa pustego
zamieniajac sasiednie pary nawiaséw, otwierajacy i zamykajacy tego
samego typu, na stowo puste.

W szczegdlnosci D jest generowany przez gramatyke

S—=5S51(5)10) e
Natomiast Dy jest generowany przez:

S=SSIS)IISTTO)[]]e
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Dalsze przyktady gramatyk bezkontekstowych

Jezki nawiasowe maja charakter "cebulkowy”, niech

onion(X,Y,Z) = | J X'YZ'

1

Jesli Y jest stowem pustym to piszemy onion(X, Z). Jesli X, Y, Z
sg okreslone przez gramatyki bezkontekstowe to fatwo wygenerowaé
gramatyke na cebulke. Rozwazmy jezyk

L = {uw : wReDy}

Niech D] bedzie jezykiem D; w ktérym zamienilismy nawiasy
otwierajace z zamykajacymi. Niech

X — Dl R (/,'D17 Z — D{ x4 (”'D]/_

Wtedy
L = onion(X, Z)
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Dalsze przyktady gramatyk bezkontekstowych

Niech L bedzie zbiorem stéw dtugosci nad {a, b}, ktére nie sa
postaci xx.

Niech X = {a, b}. Wtedy
L = onion(X,a, X) - onion(X, b, X) U onion(X, b, X) - onion(X, a, X)
Teraz juz tatwo jest skonstruowa¢ gramatyke dla jezyka L.

S§—=Cl-C2|C2-C1; C1-X-Cl-X;

a
C2—-X-C2-X; |b; X—al|b

Nie wiadomo czy jezyk stéw pierwotnych, tzn. takich ktére nie sg
postaci x* dla jakiegokolwiek naturalnego k > 1, jest
bezkontekstowy.
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Dalsze przyktady gramatyk bezkontekstowych

Nieskonczone stowo Fibonacciego F mozna zdefiniowac jako
nieskonczony cigg nad alfabetem {a, b} spetniajacy warunki:

@ bb nie wystepuje,

@ pierwszym symbolem jest a;

© dla kazdego n zachodzi: n pozycji po n-tym wystapieniu a

wystepuje symbol b.

Niech L bedzie zbiorem stéw ktére nie s prefiksami (sa
nie-prefiskami) ciggu F. Gramatyke dla L mozna skonstruowa¢ jako
kompozycje trzech gramatyk, negujacych kolejne warunki (w sensie
alternatywy).
Negacja ostatniego warunku sprawdza sie do pewnej cebulki gdzie

X = b*ab*, Z ={a, b}
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Nie-prefiksy stéw Thue-Morse'a

Postepujemy podobnie jak dla zbioru nie-prefikséw stowa
Fibonacciego. Stowo Thue-Morse'a T spetnia warunki:

@ 7T zaczyna sie od 0;
Q =T
© Toit1 jest negacia 7.

Konstruujemy trzy gramatyki, z ktérych kazda niezaleznie sprawdza
negacje jednego z trzech warunkéw. Konstrukcja dla ostatnich
dwéch warunkéw jest cebulkowa.

Nie wiadomo czy jezyk nie-podstéw stowa T jest bezkontekstowy.
Udowodnimy potem, ze jezyk podstéw nie jest bezkontekstowy.
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Gramatyki liniowe i jednostronnie liniowe

Gramatyka bezkontekstowa jest liniowa jesli po prawej stronie
produkcji wystepuje co najwyzej jeden symbol nieterminalny.

Gramatyki jednostronnie liniowe to takie w ktérych symbol
nieterminalny wystepuje zawsze jako ostatni w produkcjach
gramatyki.

W szczegélnosci gramatyka jest prawostronnie liniowa gdy
produkcje sa postaci A — wB lub A — ¢ gdziew € T*

Gramatyki lewostronnie liniowe definiujemy analogicznie.

Twierdzenie

Jezyk jest regularny wtedy i tylko wtedy gdy jest generowany przez
pewng gramatyke jednostronnie liniowa.
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Nieterminal A jest zbedny gdy nie wystepuje w zadnym
wyprowadzeniu jakiegokolwiek stowa terminalnego z poczatkowego
nieterminala gramatyki. W szczegélnosci L(G) = () wiw. gdy
wszystkie nieterminale s3 zbedne.

Twierdzenie

Mozna sprawdzi¢ w czasie wielomianowym, ktdre nieterminale s3
zbedne. Przy okazji daje to wielomianowy algorytm na niepusts¢
L(G) (czy symbol poczatkowy jest zbedny).

Twierdzenie

Jesli stowo puste nie jest generowane przez gramatyke to mozna
przeksztafci¢ te gramatyke do gramatyki réwnowaznej nie
uzywajacej stfowa pustego ale rozmiar gramatyki moze wzrosna¢
wykfadniczo.
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