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Intuicje

@ Procedury wyzszych rzedéw to procedury przetwarzajace
procedury.
@ Réwnouprawnienie procedur:
z procedurami mozna robi¢ wszystko to, co mozna robi¢ z
wartosciami wszystkich pozostatych typéw danych
(z wyjatkiem poréwnywania).
@ Procedury moga byé¢ argumentami procedur lub ich wynikami.
@ Jedno z zastosowan procedur wyzszych rzedéw:
abstrakcja powtarzajacych sie schematéw postepowania.
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Kilka prostych przyktadow

let p £ = function x -> £ x + £ (2 * x);;
val p : (int -> int) -> int -> int = <fun>

@ Argumentem procedury p jest procedura f.

@ Wynikiem jest A-abstrakcja.

o Jak rozumieé typ procedury p?

@ (int -> int) -> (int -> int).
Argument i wynik s3 typu int -> int.
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Kilka prostych przyktadow

let twice £ = fun x -> £ (f x);;
val twice : (’a -> ’a) -> (’a -> ’a) = <fun>

twice (fun x -> x * (x+1)) 2;;

- : int = 42
twice (fun s -> "mocium panie, " ~ s) "me wezwanie';;
- : string = "mocium panie, mocium panie, me wezwanie'

o f jest procedura i mozna ja zfozy¢ sama ze soba.
@ Argument i wynik f musza by¢ tego samego typu.
Moze to by¢ dowolny typ — a.
@ Procedura f jest typu ’a -> ’a.
Procedura twice jest typu (’a -> ’a) -> (Ca -> ’a).
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Polimorfizm

Polimorfizm — ta sama procedura moze by¢ wielu typéw.

Schemat typu — zawiera zmienne typowe (’a, ’b, ’c, ...).
37 y

Za zmienne typowe podstawiamy réwnoczesnie dowolne typy
(lub schematy).

@ Ta sama zmienna — taki sam typ.
Ro6zne zmienne — brak zwiazku miedzy typami.

@ Ten sam mechanizm co w podstawianiu terméw za zmienne, w
termach ze zmiennymi.

Uzgodnienie schematéw typéw = unifikacja terméw.
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Polimorfizm

Podstawiajac w typie (’a -> ’a) -> (’a -> ’a)
za ’a typ int uzyskujemy (int -> int) -> (int -> int).

Podstawiajac za ’a typ ’a -> ’a, uzyskujemy:
(Ca -> ’a) -> (Pa -> ’a)) -> (Ca -> ’a) -> (Pa -> ’a)).
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Polimorfizm

let czterokrotnie f = twice twice f;;
val czterokrotnie : (’a -> ’a) -> (’a -> ’a) = <fun>

Jakiego typu jest tutaj procedura twice?
czterokrotnie f = (twice twice) f =

= twice (twice f) = twice f2 = f*
Drugie twice przetwarza f, a wiec jest typu:

(’a -> ’a) -> (’a -> ’a).

Pierwsze twice przetwarza drugie twice, a wiec jest typu:
(Ca ->a) -> (a -> ’a)) -> (Ca -> ’a) -> (a -> ’a)).
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Polimorfizm

Skfadanie procedur:

let compose f g = function x -> f (g x);;
val compose:(’a->’b) -> (’c->’a) -> (’c->’b) = <fun>

Trzy r6zne zmienne typowe.

Zaleznosci miedzy typami:

@ wynik g i argument f musza by¢ tego samego typu,

@ argument g i argument zfozenia s3 tego samego typu,

@ wynik f i wynik ztozenia s3 tego samego typu.
Typ compose to najbardziej ogélny schemat typu zawierajacy te
zaleznosci.
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Polimorfizm

Wielokrotne sktadanie funkcji samej ze soba:

let id x = x;;
val id : ’a -> ’a = <fun>

let rec iterate n f =
if n = 0 then id else compose (iterate (n-1) f) f;;
val iterate : int -> (’a -> ’a) -> (’a -> ’a) = <fun>

Alternatywna definicja twice:

let twice f = iterate 2 f;;
val twice : (’a -> ’a) -> (’a -> ’a) = <fun>
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Czy istniejg procedury wieloargumentowe?

e Typy proceduralne s3 postaci argument -> wynik.
o Typy procedur wieloargumentowych maja wiele strzatek:
TL —> T2 — - —> Tpn — Tpt+l =
= nn—om—= = (Th— Tnt1)-..).
@ Mozna je interpretowa¢ na dwa sposoby:
e procedura n-argumentowa,
e procedura jednoargumentowa, ktérej wynikiem jest procedura
typu: ™ — - — Tphy1.
@ Przy odpowiedniej kolejnosci argumentéw mozemy poda¢ tylko
czes¢ z nich, otrzymujac w wyniku przydatng procedure.
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Czy istniejg procedury wieloargumentowe?

o Jeden argument, ktéry jest parg liczb:
let plus (x, y) = x + y;;
val plus : (int * int) -> int = <fun>
@ Dwa argumenty, ktére s3 liczbami:
let plus x y = x + y;;
val plus : int -> (int -> int) = <fun>
@ Mozna ten typ interpretowaé jako int -> (int -> int).
Procedura jednoargumentowa, ktérej wynikiem jest procedura
jednoargumentowa.

let plus = function x -> function y -> x + y;;
val plus : int -> (int -> int) = <fun>
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Czy istniejg procedury wieloargumentowe?

Podanie czesci argumentéw moze mie¢ sens:

let plus x y = x + y;;
val plus : int -> (int -> int) = <fun>

let inc = plus 1;;
val inc : int -> int = <fun>
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Czy istniejg procedury wieloargumentowe?

Example

Obie formy przekazywania argumentéw s3 réwnowazne.
Dowodem procedury przeksztatcajace jedna posta¢ w drugg i
odwrotnie.

let curry f = function x -> function y -> f (x, y);;
val curry : ((’a * ’b) -> ’c) -> (’a -> ’b -> ’c¢) = <fun>

let uncurry f = function (x, y) -> f x y;;
val uncurry: (’a->’b ->’c) -> ((’a*’b) -> ’c) = <fun>
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Przedstawione wczesniej procedury mozna zdefiniowac i tak:

let twice f x = £ (f x);;
val twice : (Pa -> ’a) -> (’a -> ’a) = <fun>

let compose f g x = £ (g x);;
val compose: (’a->’b) -> (’c->’a) -> (’c->’b) = <fun>

let curry f x y = f (x, y);;
val curry : ((’a * ’b) -> ’c) -> (’a -> ’b -> ’c) = <fun>

let uncurry f (x, y) = f x y;;
val uncurry: (’a->’b ->’c) -> ((’a*’b) -> ’c) = <fun>
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Sumy czeSciowe szeregéw

@ Przyblizanie szeregéw przez ich sumy czesciowe.

@ Zdefiniujmy procedure obliczajaca sume czesciowa dowolnego
szeregu.

o Elementy szeregu sa zadane jako procedura.

let szereg f n =
let rec sum a n =
if n = 0 then a else sum (a +. f n) (n - 1)
in
sum 0.0 n;;
val szereg : (int -> float) -> (int -> float) = <fun>

M. Kubica WPF



Typy proceduralne i polimorfizm

Procedury wyzszych rzedéw Przyktady
Zastosowania procedur wyzszych rzedéw

Sumy czesciowe szeregdw

Przyblizamy szereg: >0, m =T

let szereg pi_8 n =
szereg
(function i ->
1. /. ((4.*.floati-.3.) *. (4.*.floati-.1.)))
n;;
val szereg_pi_8 : int -> float = <fun>

let pi = 8. *. szereg_pi_8 1000;;
val pi : float = 3.14109265362103818

M. Kubica WPF



Typy proceduralne i polimorfizm
Procedury wyzszych rzedéw Przyktady
Zastosowania procedur wyzszych rzedéw

Abstrakcja proceduralna

@ Procedury — abstrakcja powtarzajacych sie fragmentéw kodu.

@ Procedury wyzszych rzedéw — abstrakcja powtarzajacych sie
schematéw, ktére réznia sie fragmentami kodu wewnatrz nich.
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Szukanie zer funkgji

e Dwie metody szukania zer funkgji:
e przez bisekcje i
o metoda Newtona (stycznych).
@ Metoda przez bisekcje — podziat przedziatu, na koncach
ktérego funkcja przyjmuje przeciwne znaki.
@ Metoda stycznych — iteracja nastepujacego procesu:
e w punkcie bedacym aktualnym przyblizeniem zera funkg;ji
rysujemy styczna do wykresu funkgji,
o kolejnym przyblizeniem jest punkt przeciecia stycznej z osig X.
@ Obie metody polegaja na polepszaniu pewnego przyblizenia,
az do uzyskania satysfakcjonujacego wyniku.
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Schemat iteracyjnego przyblizania

Ogdlny schemat iteracji przyblizajacej wynik:

let rec iteruj poczatek popraw czy_dobre wynik =
if czy_dobre poczatek then
wynik poczatek
else
iteruj (popraw poczatek) popraw czy_dobre wynik;;
val iteruj : ’a -> (’a -> ’a) -> (’a -> bool) ->
(’a -> ’b) -> ’b = <fun>
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Metoda przez bisekcje i Newtona jako instancje iteracji:

Parametr Metoda Newtona Metoda przez bisekcje
poczatek | punkt w poblizu zera konce przedziatu zawiera-
Jjacego zero

popraw przeciecie stycznej do wy- | podziat przedziatu na pét
kresu funkgji z osig X

czy_dobre | wartos¢ funkcji w punkcie | wartos¢ funkcji na koncu
jest bliska zeru przedziatu jest bliska zeru

wynik dany punkt koniec przedziatu
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Metoda przez bisekcje

@ Dana funkcja f oraz dwa punkty, /i p, w ktérych f przyjmuje
wartosci przeciwnych znakéw.

o Gdzies pomiedzy / i p funkcja f ma zero.

e Uproszczenie: przyjmujemy, ze f | < 0 < f p, dopuszczamy
aby [ < plub /> p.
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Metoda przez bisekcje

Procedura bisekcja bada wartos¢ f w punktach /i p,
i wywotuje szukaj zgodnie z przyjetym uproszczeniem:

let bisekcja f 1 p =
let rec szukaj 1 p = ...
in
let wartosc_1l = f 1

and wartosc_p = f p
in
if ujemne wartosc_l && dodatnie wartosc_p then
szukaj 1 p
else

szukaj p 1;;
val bisekcja : (float -> float) -> float -> float ->
float = <fun>

M. Kubica WPF



Typy proceduralne i polimorfizm

Procedury wyzszych rzedéw Przyktady
Zastosowania procedur wyzszych rzedéw

Metoda przez bisekcje

Procedura szukaj korzysta z procedury iteruj:

let szukaj 1 p =
let czy_dobre x =
and popraw x =
in
iteruj
1, p)
popraw
czy_dobre
fst
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Metoda przez bisekcje

@ x jest dobrym przyblizeniem, gdy |f x| < e.

@ Bisekcja — badamy znak f po srodku miedzy /i p.

let czy_dobre x =
abs_float (f (fst x)) < epsilon
and popraw X =
let 1 = fst x
and p = snd x
in
let srodek = average 1 p
in
if dodatnie (f srodek) then
(1, srodek)
else
(srodek, p)
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Metoda przez bisekcje

Przyktad: zastosowanie metody przez bisekcje do pierwiastkowania:

let sqrt a =

let £ x = a -. square x

in bisekcja f 0.0 (a +. 1.0);;
val sqrt : float -> float = <fun>

sqrt 42.0;;
- : float = 6.48074069840786
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Metoda Newtona

Uproszczenia:

@ Zaktadamy, ze dana funkcja jest rézniczkowalna.

@ Pomijamy kwestie wtasnosci stopu i dzielenia przez 0.

@ Styczna do wykresu funkcji w x przecina os X w punkcie x — ((:, );)).
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Metoda Newtona

Metoda Newtona jako iteracyjne przyblizenie:

let newton f x =
let p = pochodna £
in
let czy_dobre x = abs_float (f x) < epsilon
and popraw x = x -. (f x) /. (p x)
in
iteruj x popraw czy_dobre id;;
val newton : (float -> float) -> float -> float = <fun>
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Metoda Newtona

@ Metoda Newtona oznacza tez metode liczenia pierwiastkéw
kwadratowych.

@ Jest to szczegblny przypadek metody Newtona znajdowania
zer, dla funkcji f(x) = x? — a.
Funkcja ta ma zera w punktach +./a.

o f/(x) = 2x, czyli kolejne przyblizenie to:
f(x) x*—a 2*-x*+a x*+a x+2

= X — — X

f'(x) 2x 2x 2x 2

@ Otrzymujemy doktadnie metode pierwiastkowania Newtona.

@ Przyblizenie zaczynamy w dowolnym dodatnim punkcie, np. 1.
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Metoda Newtona

let sqrt a =
let £ x = a -. square x
in newton f 1.;;
val sqrt : float -> float = <fun>

sqrt 17.64;;
- : float = 4.20000000000023643
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Punkty state funkgji

@ Punkt staty funkcji f to taki x, ze f(x) = x.

o Dla niektérych funkcji f i x-6w, ciag x, f(x), F3(x), f3(x), . ..
jest zbiezny do pewnego punktu statego f.

@ Jest tak np. dla przeksztatcen zwezajacych.

o Fakt: Jezeli f jest funkcja ciagta, oraz ciag x, f(x), 2(x), ...
jest zbiezny, to lim;_,o f'(x) jest punktem statym f.

M. Kubica WPF



Typy proceduralne i polimorfizm
Procedury wyzszych rzedéw Przyktady
Zastosowania procedur wyzszych rzedéw

Punkty state funkgji

Przyblizanie punktéw statych za pomoca procedury iteruj:

let punkt_staly f x =
let blisko x = abs_float (x -. f x) < epsilon
in
iteruj x f blisko f;;
val punkt_staly: (float ->float) -> float->float = <fun>

punkt_staly cos 1.0;;
0.73908. ..
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Punkty state funkgji

@ Pierwiastkowanie za pomoca obliczania punktéw statych.
Punkt staty funkcji y — 5 to +/x.
@ Obliczenie:

punkt_staly (function y -> x /. y) 1.0;;
zapetla sie:

1—>i:x—>i 1— ...
1 X
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Punkty state funkgji

Wyttumienie przez usrednienie:

@ Usrednienie funkcji f, to funkcja x — %

@ Usrednienie f ma doktadnie takie same punkty state co f.

@ Szukamy punktéw statych usrednienia f, zamiast f.

let usrednienie f =
function x -> average x (f x);;
val usrednienie : (float ->float) ->float ->float = <fun>

let sqrt x =
punkt_staly (usrednienie (functiony -> x/.y)) 1.0;;
val sqrt : float -> float = <fun>

@ Otrzymalismy ... metode pierwiastkowania Newtona.
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Zastosowania procedur wyzszych rzedéw

e Naturalny sposéb implementacji poje¢ matematycznych
(np. sktadanie funkcji i rézniczkowanie funkcji).

@ Jesli dane s3 procedurami, to operacje na nich s3 procedurami
wyzszych rzedéw. Na przyktad, predykaty i operacje logiczne.

@ Abstrakcja powtarzajacych sie schematéw procedur (np.
iteruj).

e Standardowo zdefiniowane procedury wyzszych rzedéw
przetwarzajace listy.
(Zobaczymy to w kolejnym wyktadzie.)
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