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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykiady

Rzedy funkcji

f(X) = @(g(X)) <~ 3¢:1,r:zEreal,r:l,cz>O,n0EnatvnEnat,nzno
c1-g(n) < f(n) < c2-g(n)
f(X) - O(g(x)) < 3::Ereal,c>0,n0enatvnEnat,nZno0 < f(n) <c- g(n)

f(X) = Q(g(x)) g EICEreal,c>0,noEnatVHEnat,nZnoO <c- g(n) < f(n)

V.
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykiady

Rzedy funkcji

f(X) = @(g(X)) <~ 3¢:1,t:zereal,r:l,cz>O,n0EnatvnEnat,nzno
c1-g(n) < f(n) < c2-g(n)
f(X) - O(g(x)) < 3cereal,c>0,n0enatvnenat,nzno0 < f(n) <c- g(n)

f(X) = Q(g(x)) g EICErea»l,c>0,noEnatVHEnat,nZnoO <c- g(n) < f(n)

Fact

Dla funkcji nieujemnych zachodzi:
f(x) = ©(g(x)) & f(x) = Q(g(x)) A f(x) = O(g(x))

f(x) = Qg(x)) & g(x) = O(f(x))
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa
Przyktady

Analiza kosztéw

Rzedy funkcji

Jak sie maja do siebie funkcje:
@ n? + 100000, e n",
e 0.000001n2, e In(10n),
° 4, e 4"
e 227, e nl,
@ log, n, e 107,
o 2+/4n, 0 0.
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykiady

Przedstawienie kosztu jako funkgcji

@ Koszt, to ilos¢ (okreslonego) zasobu potrzebnego do obliczenia
wyniku.
@ llos¢ ta zalezy od konkretnych danych.
@ Interesuje nas ilos¢ potrzebnych zasobéw w zaleznosci od
okreslonego aspektu danych, np.:
e rozmiaru danych,
@ rozmiaru macierzy,
o jesli dane to jedna liczba, to od samych danych,
e wymaganej doktadnosci przyblizenia (liczba miejsc
dziesietnych).
@ Oznaczenia
e Zbiér danych — D.
o llos¢ zasobu — ¢ : D — N.
o Aspekt danych — p: D — N.
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykiady

Przedstawienie kosztu jako funkgcji

@ Zwiazek miedzy aspektem danych i iloscig zasobu:
Goul:N—PN)
@ Koszt pesymistyczny (mozemy poréwnywac rzad wielkosci):
max o @‘o,uzl N — N

o Koszt oczekiwany (Sredni):
o D, ¢(D) i u(D) — zmienne losowe,
o E(p(D) | n(D) = n).
@ Programy niedeterministyczne — ¢ nie jest funkcja,
ale relacja lub zmienna losowa.
Zasadnicze wzory pozostajg bez zmian.
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Analiza kosztéw pamie
Przyktady

Koszt czasowy

@ Doktadny koszt czasowy = koszt operacji elementarnych.
@ Operacje elementarne:

e odczytanie srodowiska, warto$¢ statej — 1,
e wywotanie procedury:

o koszt obliczenia wszystkich elementéw (w tym procedury) +
o koszt wyliczenia tresci procedury +
o liczba elementéw kombinacji,

obliczenie tresci procedury wbudowanej — 1, chyba ze
powiedziane inaczej,
o if-then-else:
o koszt obliczenia warunku -+
o koszt obliczenia odpowiedniej czesci +
e 1,

o M-abstrakcja (function) — 1,
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykiady

Koszt czasowy

@ Operacje elementarne (c.d.):

e match-with:

@ obliczenie dopasowywanej wartosci +

o faczna dtugos¢ wzorcéw +

@ obliczenie wyrazenia odpowiadajacego dopasowanemu
przypadkowi.

e let-in:
o koszt wyliczenia definiowanych wartosci +
o liczba definiowanych wartosci +
@ obliczenie wyrazenia po in ,

e rekurencja — réwnanie rekurencyjne na kosztach.
@ Oznaczenie T(n).
@ Nie liczymy doktadnego kosztu, tylko z dokfadnoscia do rzedu.

@ Pomijamy odsmiecanie — nie wptywa na rzad kosztéw.
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Analiza kosztéw Przykiady

Koszt czasowy

let £ =
let g x =3 * x
in
function x -> g (2 * x);;
£7;;

M. Kubica WPF



Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa
Przyktady

Analiza kosztéw

Koszt czasowy

let £ =
let g x =3 * x
in
function x -> g (2 * x);;
£7;;

let rec silnia n =
if n < 2 then 1 else n * silnia (n - 1);;

\
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykiady

Koszt pamieciowy

@ Koszt pamieciowy = maksymalna pamie¢ zajmowana przez:
e ramki zawierajace potrzebne symbole,
e tworzone wartosci,
o jesli potrzebna jest wartos¢ ztozona (np. lista, lub para), to
potrzebne s3 réwniez jej sktadowe.
@ Na potrzeby tego wyktadu, nie wliczamy danych.
Wliczamy wartosci posrednie i wynik.
@ Potrzebne symbole — jak w od$miecaniu,
wystepuja w Srodowiskach:
o globalnym,
e wszystkich, w ktérych sa obliczane wyrazenia,
e wskazywanych przez potrzebne wartosci proceduralne.
@ Rekurencja ogonowa — tylko $rodowisko zwigzane z ostatnim
wywotaniem jest potrzebne.
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa
Przyktady

Analiza kosztéw

Koszt pamieciowy

@ Rozmiar wartosci:

liczby, znaki, wartosci logiczne, unit — 1,

n-tka — suma wielkosci sktadowych,

lista — dtugos¢ (liczba rekordéw) + wielkos¢ elementéw +1,
wariant — 1+ wielko$¢ ew. argumentu,

warto$¢ proceduralna — 2x liczba argumentéw (nie liczymy
kodu).

e Oznaczenie M(n).
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykiady

Koszt pamieciowy

Brak ogdlnej zasady liczenia kosztu pamieciowego.

Analiza sposobu obliczania zgodnie z modelem

Srodowiskowym.

@ Odsmiecanie nie wptywa na rzad kosztu pamieciowego.

o Uwaga na wartosci wspotdzielone.

e Bywa skomplikowane — zasada 80%—-20%.

@ Nie liczymy doktadnego kosztu, tylko od razu z dokfadnoscia
do rzedu.

@ Uproszczenia:

o koszt staty = ©(1),

e w réwnaniach rekurencyjnych, skfadniki bez odwotan

rekurencyjnych mozemy zastgpi¢ réwnymi co do rzedu,
e czasem pro$ciej niezaleznie oszacowa¢ rzad od géry i dotu

f(n) = Q(g(n)) A f(n) = O(g(n)) = f(n) =O(g(n)).
@ Koszt pamieciowy nie moze by¢ wiekszy niz koszt czasowy.
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Potegowanie

Pierwsze podejscie:
b" =b- b1 =1

let rec potega b n =
if n = 0 then 1
else b * potega b (n-1);;

o Aspekt: n.

@ n krokéw, kazdy ma staty koszt czasowy i pamieciowy.

o Koszty czasowy i pamieciowy s3 rzedu T(n) = M(n) = ©(n).
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa
Przyktady

Analiza kosztéw

Potegowanie

Drugie podejscie:

let potega b n =
let rec iter n a = (x =a-b"*)
if n = 0 then a else iter (n-1) (axb)
in
iter n 1;;

@ Rekurencja ogonowa — M(n) = ©(1).

@ Ztozonos¢ czasowa bez zmian, T(n) = ©(n).
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Potegowanie

Trzecie podejscie:
B0 = 1, b2n — (b2)"7 p2n+1 — p. p2n
let potega b n =
let rec pot bn a = (* =a-b" %)
if n = 0 then a
else if parzyste n then pot (square b) (n / 2) a
else pot (square b) ((n - 1)/2) (a * b)
in
pot bn 1;;
@ Rekurencja ogonowa — M(n) = ©(1).
@ Staty koszt czasowy pojedynczego kroku.

o Jezeli 2k < n < 2K*1 to algorytm wymaga k + 2 krokéw.
Stad, T(n) = O(logn).
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Algorytm mnozenia rosyjskich chtopéw

Rekurencyjny algorytm mnozenia, uzywany przez chtopéw na
pewnych obszarach Syberii do mnozenia w pamieci.

Xy = %2 dla x parzystych
x-y = (x—=1)-y+y dlax nieparzystych

let rec razy x y =
let rec pom x1 yl a = (* x1>0 A xl-yl4+a=x-y %)
if x1 = 0 then a
else if parzyste x1 then
pom (x1 / 2) (2 * y1) a
else
pom (x1 - 1) y1 (a + y1)
in
if abs x > abs y then razy y x else
if x > 0 then pom x y O else pom (-x) (-y) O;;
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Algorytm mnozenia rosyjskich chtopéw

@ Aspekt: |x| + |y|.

@ Rekurencja ogonowa — M(|x| + |y|) = ©(1).
(Inaczej nie datoby sie stosowa¢ do mnozenia w pamieci.)
o T(n) = ©(max(log(|x| + [y),1)):

e Wystarczy rozwazy¢ procedure pom.
x1 = max([x], |y])
x1 < |x|+ |y| £2-x1,
x1 = ©(/x| + y)

o Staty koszt czasowy pojedynczego kroku.

o Jesli x1 jest nieparzyste, to w kolejnym kroku jest parzyste.
Przynajmniej w co drugim kroku x1 jest parzyste.
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Algorytm mnozenia rosyjskich chtopéw

@ Jesli x1 parzyste, to w kolejnym kroku maleje o potowe
(z wyjatkiem ostatniego kroku, gdy x1 = 0).
Co najwyzej 2(log x1 + 1) krokéw.
T(n) = O(max(log x1,1)).

@ Jesli x1 nieparzyste, w kolejnym kroku maleje o 1.
Co najmniej log x1 + 1, krokéw.
T(n) = Q(max(log x1, 1)).

@ Reasumujac, T(n) = ©(max(log(|x| + |y]), 1))
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa
Przyktady

Analiza kosztéw

Brakujaca wartos¢ na liscie liczb [Bentley]

@ Problem:

e Dane: liczba n i lista mniej niz n liczb catkowitych od 1 do n.
e Znalez¢ jedna z brakujacych wartosci z zakresu od 1 do n.

@ Z zasady szufladkowej Dirichleta, taka wartos¢ istnieje.
@ Technika bisekcji:

o Dzielimy przedziat [1, n] na dwa przedziaty.

e W jednym z nich musi brakowa¢ jakiej$ wartosci.

o Dzielimy liste na dwie, stosownie do dwéch przedziatéw.
e Zawezamy poszukiwania do krétszego przedziatu i listy.
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Brakujaca wartos¢ na liscie liczb [Bentley]

let szukaj 1 n =
let rec binary 1 a b =
if 1 = [] then a
else
let c = (a+Db) /2
in
let 11 = filter (fun x -> x <= ¢) 1
and 12 = filter (fun x -> x > ¢c) 1
in
if length 11 <= length 12 then
binary 11 a c
else
binary 12 (c+1) b
in
binary 1 1 n;;
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Brakujaca wartos¢ na liscie liczb [Bentley]

@ Rekurencja ogonowa — M(n) = ©(n).

@ Zfozonosé czasowa:

T1) = 1
T(n) < T(31)
T(n) < n+g+£+g+---20(n)

Pierwsze wywotanie procedury binary — Q(n).

T(n) = ©(n).
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Algorytm Euklidesa przez odejmowanie

Dla x,y > 0 chcemy obliczy¢ (nwd x y) = NWD(x, y).

let rec nwd x y =
if x = y then x else
if x > y then
nwd (x - y) ¥y
else
nwd x (y - x);;

@ Aspekt: n=x+y.

@ Liniowa liczba krokéw o statym koszcie czasowym —
T(n) =©(n).
@ Rekurencja ogonowa — M(n) = ©(1).
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Algorytm Euklidesa przez dzielenie

let nwd a b =
let rec e a b =
if b = 0 then a else e b (a mod b)
in
if a > b then e a b else e b a;;
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Algorytm Euklidesa przez dzielenie

Lemma (Lame)

Oznaczmy przez (aj, b;) pary wartosci a i b, dla ktérych powyzszy
algorytm wykonuje i krokéw. Wowczas b; > Fib;_.

Dowéd indukcyjny.
© jeden krok: by =0,
@ dwa kroki: b>1,

© wiecej krokéw: (akt1, bk+1) — (ak, bx) — (ak—1, bk—1),
ax = bkt1, ak—1 = bk, bk—1 = ax mod by,
ak = qbx + b1 dla g > 1,
bis1 > bi + br—1.
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Analiza kosztéw Przykfady

Algorytm Euklidesa przez dzielenie

. 1+2\/§)"
e Fib, ~ —
Z lematu Lame: T(a+ b) = O(log(a + b)).

Dla a = Fib,+1 i b = Fib, algorytm wykonuje n krokéw, bo:

(]

Fib,+1 mod Fib, = (Fib, + Fib,—1) mod Fib, = Fib,_1

T(a+ b) = ©(log(a+ b)).
Rekurencja ogonowa — M(n) = ©(1).

M. Kubica WPF



Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Algorytm Euklidesa przez parzystosé

let nwd x y =

let rec pom x y a =
if x = y then a * x
else if parzyste x && parzyste y then

pom (x / 2) (y / 2) (2 % a)

else if parzyste x then pom (x / 2) y a
else if parzyste y then pom x (y / 2) a
else if x > y then pom (x - y) y a
else pom x (y - x) a

in pom x y 1;;

@ Jedynie odejmowanie i mnozenie/dzielenie/modulo 2.

@ Dla bardzo duzych liczb — koszt operacji arytmetycznych:
O(dtugos¢ zapisu liczby).
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa
Przyktady

Analiza kosztéw

Algorytm Euklidesa przez parzystosé

e (aj, bj) — pary, dla ktérych algorytm wykonuje i krokéw.
® aj11>aj, biy1>bi, by=a >0
e W pierwszych trzech przypadkach a; 1b;11 > 2a;b;.
W czwartym przypadku aj;1bj11 > 2ai_1bi_1.
@ Przez indukcje mozna pokaza¢, ze: a;b; > ol% ]
Algorytm wykona O(log(ab)) = O(log max(a, b)) krokéw.
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Algorytm Euklidesa przez parzystosé

e Z drugiej strony, aj+1 + bi+1 < 2(a; + by),
ai + b < 2771(ay + b1).

o Q(log(a+ b)) = Q(log max(a, b)) krokéw.
©(log max(a, b)) krokéw.

@ Staty koszt czasowy pojedynczego kroku.
T(max(a, b)) = ©(log max(a, b)).

@ Rekurencja ogonowa — M(max(a, b)) = ©(1).
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Liczby Fibonacciego

Najprostszy algorytm opiera sie na rekurencyjnym wzorze
definiujacym liczby Fibonacciego:
Fibp =0 Fiby =1 Fibp11 = Fib, + Fibp,_1
let rec fib n =
if n < 2 then n
else fib (n - 1) + fib (n - 2);;

@ Zfozono$é czasowa:

o Rozwijajac rekurencje uzyskujemy sume (Fib,) jedynek i (nie
wiecej niz Fib,) zer.
o T(n) = O(Fib,) = © ((HTVE) )
@ Ztozono$¢ pamieciowa:
e Brak rekurencji ogonowe;j.
o M(n) = stata - gtebokos¢ rekurencji = ©(n).
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Analiza kosztéw Przykfady

Liczby Fibonacciego

Bardziej efektywny algorytm pamieta dwie kolejne liczby
Fibonacciego i wykorzystuje rekurencje ogonowa:
@ z parami i rekurencja ogonowa,
let fib n =
let rec fibpom a b n =
if n = 0 then
a
else
fibpom b (a + b) (n - 1)
in
fibpom O 1 nj;;
@ Rekurencja ogonowa — M(n) = ©(1).

@ n+ 1 krokéw, kazdy w statym czasie — T(n) = O(n).
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Liczby Fibonacciego

Jeszcze szybsze rozwiazanie uzyskamy wykorzystujac mnozenie
macierzy i nastepujace tozsamosci:

(0 1 Fib; \ _ (Fibjt1
F= (1 1> Fx (Fib,-+1> - (Fib,-+2>
n 0\ [ Fiby n_ ( Fibh—1  Fib,
Fix <1) - <Fib,,+1) A= < Fiby Fib,,+1)
Problem sprowadza sie do obliczenia macierzy F".
Analogicznie do potegowania liczb:

e T(n) = O(logn),
e M(n) = ©(1) — rekurencja ogonowa.
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Analiza kosztéw °
Przyktady

Liczby Fibonacciego

let mnoz ((x11, x12), (x21, x22)) ((y11, y12), (y21, y22)) =
((x11 * y11 + x12 * y21, x11 * y12 + x12 * y22),
(x21 * yi11 + x22 * y21, x21 * yi12 + x22 * y22));;

let square x = mnoz x Xx;;

let £ = ((0, 1), (1, 1));;

let id = ((1, 0), (0, 1));;

let potega b n =
let rec pot bn a =
if n = O then a
else if parzyste n then pot (square b) (n / 2) a
else pot b (n - 1) (mnoz a b)
in
pot b n id;;
let fib n =

let ((_, v), _) = potega f n
in v;;
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Analiza kosztéw Przykfady

Logarytm catkowitoliczbowy

@ Dane: dodatnia liczba catkowita n.
Wynik: |log, n].
@ Najprostsze rekurencyjne rozwiazanie:
let rec int_log n =
if n = 1 then O
else 1 + int_log (n / 2);;
o Z kazdym krokiem n jest dzielone przez 2.
Nie wiecej niz log, n + 1 krokéw, a dla n = 2* jest ich
doktadnie tyle.  T(n) = O(log n).

e M(n) = ©(log n) — rekurencja nie jest ogonowa.

M. Kubica WPF



Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa
Przyktady

Analiza kosztéw

Logarytm catkowitoliczbowy

@ Stosujac rekurencje ogonowa poprawiamy ztozonos¢
pamieciowg do M(n) = ©(1).
@ Ztozono$¢ czasowa pozostaje bez zmian, T(n) = ©(logn).

let int_log n =
let rec pom n a =
if n = 1 then a
else pom (n / 2) (a + 1)
in pom n O;;
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Analiza kosztéw °
Przyktady

Logarytm catkowitoliczbowy

e Pomyslmy o zapisie binarnym liczby |log, n|.
Najstarszy bit wyniku jest na pozycji i.

@ Liczbe i wyznaczamy poréwnujac n z liczbami:
pLogR oh | o G

e Znajac i, 2/, 22 stosujemy: |log, n| = 2/ + |log, 2

22/
let int_log n =
let rec pom i j k m acc = = acc + |log, m|
if m = 1 then acc j=2k=2<m

else if square k > m then
pom 0 1 2 (m / k) (acc + j)
else
pom (i+1) (2xj) (square k) m acc
in pom 0 1 2 n 0;;
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Logarytm catkowitoliczbowy

@ Zfozono$é czasowa:

e Woyznaczenie pozycji i najstarszego bitu wymaga i + 1 krokéw.
e Woyznaczajac kolejny bit nie korzystamy z wczesniej
obliczonych wartosci.

: o
Jest to najstarszy bit v itd.

o T(n) = O (X" i) = O((loglog n)?)
o Dla n =221 osiggamy ten czas, czyli T(n) = ©((log log n)?).

@ Ztozonos$¢ pamieciowa: M(n) = ©(1) — rekurencja ogonowa.
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Logarytm catkowitoliczbowy

e Wyznaczajac pozycyg najstarszego bitu obliczamy liczby:
oLoE af o
Jes|| je zapamlgtamy, to moz'emy je wykorzysta¢ do
wyznaczenia kolejnych bitéw.
@ Podzielmy algorytm na dwie fazy:
© Procedura gen tworzy listg par postaci:
[(21,27);.... (4,2%); (2,22); (1,2Y)],
@ Procedura scan wyznacza wynik (od najstarszego do
najmfodszego bitu).
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Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Logarytm catkowitoliczbowy

let int_log n =
let rec gen i j k acc =

if k > n then j:2i_, k=2, k<n,
acc acc = [(271,2277); ... (2,22); (1,2Y)]
else

gen (i+1) (2xj) (square k) ((j, k) :: acc)
and scan 1 m =

match 1 with I=[(2,2%);...(2,22); (1,2Y)],
[] >0 | m< 22"
(G, K)::t ->

if k <= m then
j + scan t (m / k)
else
scan t m
in scan (gen 0 1 2 [1) nj;;
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Logarytm catkowitoliczbowy

@ Ztozonos¢ czasowa (gen i scan): T(n) = ©(loglog|n|).
@ Ztozono$¢ pamieciowa:
o Rozmiar konstruowanej listy.
e Brak rekurencji ogonowej w procedurze scan.
M(n) = ©(loglog|n|).

@ Polepszenie ztozonosci czasowe] kosztem pogorszenia
ztozonosci pamieciowej (ang. time-memory trade-off).
Zwykle, bardziej zalezy nam na ztozonosci czasowe;.

To rozwiazanie jest lepsze od poprzedniego.
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Logarytm catkowitoliczbowy

Jak zbi¢ ztozonos¢ pamieciowg do M(n) = ©(1)7

@ Problem: tatwo mozemy przejs¢ od (/, 2i,22i) do
(i + 1,271 22i+1), ale nie w druga strone.

Musimy pamietac ciag liczb.

o Rozwazmy piatki liczb postaci: (i, Fib;, Fib;y1, 2% 2Fibit1),
Mozemy fatwo przejs¢ do piatki dla i + 1 lub /i — 1.
Woystarczy pamieta¢ tylko jedna taka piatke liczb.

@ Intuicja: kolejne bity wyniku w systemie Zeckendorfa.

@ Podobnie jak poprzednio, mamy dwie fazy:

© Procedura gen wyznacza takie liczby
i, Fib;, Fibjq, 2 2Fbiva 7o oFibi < n < OFibisa

@ Procedura scan wyznacza wynik (w kolejnosci od najbardziej,
do najmniej znaczacego bitu w systemie Zeckendorfa).
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Logarytm catkowitoliczbowy

let int_log n =
let rec gen i jk 1 m = Jj =Fib;, k=Fibj,q,
if m > n then | = 2Fibi g = QFibia [ < p
scan i jk1mnO
else
gen (i+1) k (j+k) m (1*m)
and scan i j k 1 m nn acc = Jj =Fib;, k=Fibj,q,
if nn = 1 then acc | = 2Fibi  m — QFibisa  m > pp,
else if 1 <= nn then |log, n| = acc + |log, nn|
scan (i-1) (k-j) j (m/1) 1 (an/1) (acc+j)
else
scan (i-1) (k-j) j (@/1) 1 nn acc
in
gen 1112 2;;
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Logarytm catkowitoliczbowy

@ Ztozonos¢ czasowa: T(n) = ©(loglogn).

(Ciag liczb Fibonacciego rosnie wyktadniczo szybko.)
@ Ztozonos$¢ pamieciowa: M(n) = ©(1).

(Rekurencja ogonowa.)
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Test na liczby pierwsze

o Jezeli liczba n nie jest pierwsza, to ma dzielnik < /n.
let min_dzielnik n =
let rec dziel k =
if square k > n then n
else if (n mod k) = O then k
else dziel (k + 1)
in dziel 2;;
@ Rekurencja ogonowa — M(n) = ©(1).

@ Liczba krokéw nie przekracza +/n, a dla liczb pierwszych

osiaga [v/n] — T(n) = ©(v/n).

M. Kubica WPF



Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa

Analiza kosztéw Przykfady

Test Fermata

Theorem (Mate twierdzenie Fermata)

Jesli n jest liczba pierwsza, a jest dowolna dodatnia liczba mniejsza
nizn, toa" 1=1 mod n.

| A

Whiosek

Jesli istnieje takie 1 <a<n—1,ze a" 1 # 1 mod n, to n nie jest
liczba pierwsza.

v

o Niestety istnieja takie liczby n, ktére nie sa pierwsze, ale dla
kazdego 1 < a < n— 1 zachodzi a" ! =1 mod n.

@ Liczby takie nazywamy liczbami Carmichaela.
Oto kilka pierwszych liczb Carmichaela: 561, 1105, 1729.
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Nietrywialne pierwiastki z 1

Jesli istnieje takie1 < a< n—1, zea> =1 mod n, to n nie jest
liczba pierwsza.

Takie a nazywamy nietrywialnym pierwiastkiem z 1.

Niech a bedzie jak wyzej.
(a—1)-(a+1)=a*—-1=0 mod n. Réwnoczesnie a — 1 # 0
mod nia+1#0 mod n.

Zp nie jest ciatem, czyli n nie jest liczba pierwsza. O
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Nietrywialne pierwiastki z 1

Dla n = 15 mamy nastepujace pierwiastki jedynki:

12 = 1=1 mod 15
42 = 16=1 mod 15
112 = 121=1 mod 15
14° = 196=1 mod 15

1i 14 s3 trywialnymi pierwiastkami z 1.
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Algorytm Millera-Rabina

@ Algorytm polega na wylosowaniu liczby a i teScie Fermata.

o Obliczajac "' mod n szukamy nietrywialnych pierwiastkéw
z 1.

@ Jezeli oba kryteria s3 spetnione, przyjmujemy, ze n jest
pierwsze.

e Mozemy sie pomyli¢, fatszywie przyjmujac, ze n jest pierwsze.

Jezeli n jest liczba nieparzysta i nie jest liczba pierwsza, to
przynajmniej dla potowy 1 < a < n — 1 obliczenie a"~* mod n
odkryje nietrywialny pierwiastek z 1.
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Algorytm Millera-Rabina

exception Pierwiastek;;

let rec expmod b k n =
let test x =
if not (x = 1) && not (x = n - 1)
&& (square x) mod n = 1 then
raise Pierwiastek
else x
in
if k = 0 then 1
else if parzyste k then
(square (test (expmod b (k / 2) n))) mod n
else
((test (expmod b (k-1) n)) * b) mod n;;
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Algorytm Millera-Rabina

let randtest n =
if parzyste n then n = 2
else if n = 3 then true
else
try expmod (Random.int (n-3) + 2) (n-1) n =1
with Pierwiastek -> false;;
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Algorytm Millera-Rabina

@ Prawdopodobienstwo pomytki < %

o Jesli prawdopodobienstwo pomytki ma by¢ < e, powtarzamy
test —[log, ] razy (stata).

@ Ztozonos¢ pojedynczego testu:

o Czasowa: T(n) = O(log n).
o Pamieciowa: M(n) = ©(log n) — brak rekurencji ogonowe;.
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Algorytmy randomizowane

Dwie klasy:
@ Monte Carlo — ztozono$¢ zawsze dobra, ale z matym
prawdopodobiefistwem moze dawac zte (lub zaburzone) wyniki.
o Las Vegas — zawsze daje dobre wyniki, ale z matym

prawdopodobienstwem dziata dtuzej; oczekiwana ztozonos¢
musi by¢ OK.

M. Kubica WPF



	Analiza kosztów
	Złozonosc czasowa i pamieciowa
	Przykłady


