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Problem sortowania

Problem sortowania:

@ Zbidr wartosci:
@ nieograniczonej mocy,
e porzadek liniowy <,
e < to jedyna dostepna operacja na elementach,
o staty koszt poréwnania elementéw.
@ Dane: ciag n elementéw.

e Wynik: uporzadkowany cigg elementéw, bedacy permutacja
danego ciagu.

@ Oszacujmy pesymistyczny koszt sortowania.
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Drzewa decyzyjne

Definition

Ustalmy n.
Drzewo decyzyjne:

@ drzewo binarne,

@ wezty wewnetrzne — operacje poréwnania elementéw na
konkretnych pozycjach,

o liscie — permutacje okreslajace wyniki sortowania.

Obliczeniu odpowiada przejscie $ciezki od korzenia drzewa do liscia.
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Drzewa decyzyjne

Ustalmy n.
Drzewo decyzyjne:

@ drzewo binarne,

@ wezty wewnetrzne — operacje poréwnania elementéw na
konkretnych pozycjach,

o liscie — permutacje okreslajace wyniki sortowania.

Obliczeniu odpowiada przejscie $ciezki od korzenia drzewa do liscia.

Eliminacja algorytméw randomizowanych

Jesli nasz algorytm jest randomizowany, to ustalamy z géry ciag
losowanych liczb i analizujemy go, jak deterministyczny.
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Drzewa decyzyjne

Jesli drzewo binarne ma k lisci, to jego wysokos¢ jest niemniejsza
niz log, k.
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Drzewa decyzyjne

Fact
Jesli drzewo binarne ma k lisci, to jego wysokos¢ jest niemniejsza
niz log, k.

Dowéd.
Q k=1 Q

Drzewo = jeden lis¢. / \
Q@ k>0

Jedno z poddrzew ma Q O
przynajmniej [%1 lisci.

Z zatozenia indukcyjnego,

jego wysokos¢ > log, %

Wysokos¢ drzewa > log, k.
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Zasada ,dziel i rzadZz” i analiza ztozonosci

Analiza problemu sortowania

Problem sortowania

Przyktady algorytméw sortowania

Oczekiwana ztozonoéé czasowa algorytmu quick-sort
Koszt zamortyzowany i heap-sort

Dowéd przebiega indukceyjnie.

QO n=13>1
Q@ n>1: 3" nl(n4+1) > 3(n+1)n" >
1 n
> e(n+1)n" > <1+n> (n+1)n" =
1 n
L - oy
L]
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Analiza problemu sortowania

Pesymistyczny koszt sortowania jest rzedu Q(nlog n).
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Analiza problemu sortowania

Pesymistyczny koszt sortowania jest rzedu Q(nlog n).

@ Rozpatrujemy wszystkie mozliwe wykonania algorytmu dla
ciagu n réznych elementéw.

Przebieg obliczenia zalezy tylko od wynikéw poréwnan.
Obliczenia przedstawiamy w postaci drzewa decyzyjnego.
Drzewo ma co najmniej n! lisci.

Z lematu i faktu wynika, ze wysokos¢ drzewa h:

n

h > logy,n! > log, <§n> = nlog, (g) = Q(nlogn)

]
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_ P . . - Przyktady algorytméw sortowania
Zasada ,dziel i rzadZ"” i analiza ztozonosci ykfady algory .. .
i Oczekiwana ztozonoéé czasowa algorytmu quick-sort
Koszt zamortyzowany i heap-sort

Selection sort

e Podziat: wybér maksimum + posortowanie krétszego ciagu +
sklejenie.

@ Ztozono$¢ czasowa:
T(0) = ©(1)
T(n) = O(n+T(n-1) = ©(n)

@ Ztozono$¢ pamieciowa:

Rekurencja ogonowa + zonglowanie n wartosciami + wynik
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Selection sort

let select_max (h::t) =
fold_left (fun (m, r) x ->
if x > m then (x, m::r) else (m, x::r))

(h, [1) t;;

let selection_sort 1 =
let przenies (s, 1) =
let (m, r) = select_max 1
in (m::s, r)
in
iteruj ([1, 1)
przenies
(fun (_, 1) -> 1 = [1)
(fun (s, _) -> 8);;
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Insertion sort

@ Podziat: posortowanie krétszego ciagu + wstawienie elementu.

let wstaw 1 x =
(filter (fun y -> y <= x) 1) @
(x :: (filter (fun y -> y > x) 1));;

let insertion_sort 1 = fold_left wstaw [] 1;;
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Insertion sort

@ Podziat: posortowanie krétszego ciagu + wstawienie elementu.
let wstaw 1 x =
(filter (fun y -> y <= x) 1) @
(x :: (filter (fun y -> y > x) 1));;
let insertion_sort 1 = fold_left wstaw [] 1;;
@ Ztozonos¢ czasowa:
7(0) = e(1)
T(n) = T(h—1)+06(n) = ()
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Insertion sort

@ Podziat: posortowanie krétszego ciagu + wstawienie elementu.
let wstaw 1 x =
(filter (fun y -> y <= x) 1) @
(x :: (filter (fun y -> y > x) 1));;
let insertion_sort 1 = fold_left wstaw [] 1;;
@ Ztozono$¢ czasowa:
7(0) = ©o(1)
T(n) = T(h—1)+06(n) = ()
@ Ztozono$¢ pamieciowa:

W kazdej chwili pamietamy kilka list o tacznej dtugosci ©(n).
M(n) = ©(n)
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Insertion sort

@ Inwersja w ciagu [x1; X2; . . .; Xp] nazywamy kazda taka pare
indekséw 1 < a < b < n, dla ktérej x; > xp.
Oznaczenie: i.

o Wszystkich mozliwych par indekséw do rozwazenia jest "(" O}

_ n(n-1)

Jezeli c.Ia.ny ciag jest malejqcy, to i = -
Z drugiej strony, dla ciagu rosnacego mamy i = 0.
i =0(n?).

@ Oczekiwana liczba inwersji w losowej permutacji jest tez rzedu
O(n?).
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Insertion sort

let wstaw x 1 =
let rec wst a x 1 =
match 1 with
[1 -> rev(x::a) |
h::t ->
if x > h then wst (h::a) x t
else rev (x::a) @ 1
in wst [] x 1;;

let insertion_sort 1 = fold_right wstaw 1 [];;
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Insertion sort

let wstaw x 1 =
let rec wst a x 1 =
match 1 with
[1 -> rev(x::a) |
h::t ->
if x > h then wst (h::a) x t
else rev (x::a) @ 1
in wst [] x 1;;

let insertion_sort 1 = fold_right wstaw 1 [];;

@ W kazdym kroku iteracji w wst pozbywamy sie jednej inwersji.

@ Ztozonos¢ czasowa rzedu ©(n + ).
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Sortowanie przez scalanie

Podziat: podziel liste + posortuj powstate listy + scal.

let rec merge_sort 1 =
match 1 with

1 -> 0l

[x] -> [x]l
->
let (11, 12) = split 1
in

merge (merge_sort 11) (merge_sort 12);;
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Sortowanie przez scalanie

let split 1 =
fold_left (fun (11, 12) x -> (12, x::11)) ([1, [1) 1;;

let merge 11 12 =
let rec mrg a 11 12 =
match 11 with
[1 -> (rev a) @ 12 |
(hl::t1) ->
match 12 with
[ -> (rev a) @ 11 |
(h2::t2) ->
if hl > h2 then mrg (h2::a) 11 t2
else mrg (hl::a) t1 12
in mrg [] 11 12;;
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Sortowanie przez scalanie

SEE

Ztozonos¢ czasowa:
Procedury split i merge dziataja w czasie ©(n).
Dwa wywotania rekurencyjne dla ciaggéw o potowe krétszych.
1) = o)
n n
Tt = o)+ 7 ([3])+7(|3])
k
TQX) = @ ) +2T (2“) = Yook -
i=0
= (k+1)2k = ©(nlogn)
T(n) jest monotoniczna.
T(n) = ©(nlog n) dla dowolnych n. (optymalna)
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Sortowanie przez scalanie

Ztozono$¢ pamieciowa:
Najwieksze zagtebienie rekurencji + drugie wywotania rekurencyjne:

o lista do posortowania (n),

o dwie potéwki, dla drugiej wywotanie rekurencyjne (g)

@ pierwsza potéwka jest juz posortowana (g) a druga jeszcze

M(n) = gn + M(nj2) <20 > 2ik = O(n)

2
k>0

Optymalna ztozonos$¢ pamieciowa.
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Quick-sort

Podziat:

@ wybieramy losowy element s z ciagu,

@ dzielimy elementy ciggu na <s, =si >s,

@ sortujemy ciagg < s i > s,

@ sklejamy uzyskane ciagi.
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Quick-sort

let rec quick_sort 1 =
let split 1 s = (filter (fun y -> y < s) 1,
filter (fun y -> y = s) 1,
filter (fun y -> y > s) 1)

A

in
if length 1 < 2 then 1 else
let s = nth 1 (Random.int (length 1))
in
let (11, le, 1lg) = split 1 s
in (quick_sort 11) @ le @ (quick_sort 1g);;
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Quick-sort

o Nienajlepsza ztozono$¢ pesymistyczna.

@ Algorytm nie jest odporny na wybér elementéw w porzadku
rosnagcym lub malejacym.

M(0) = ©(1)
M(n) = ©(n) + M(n—1) = ©(n?)
T(0)=6()

T(n)=0O(n)+ T(n—1) = O(n?)
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Quick-sort

Algorytm Quick-sort, dla permutacji zbioru {1,...,n} ma
oczekiwang ztoZzonos¢ czasowa ©(nlog n).
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Quick-sort

Dowéd twierdzenia

e Oznaczmy przez T(n) oczekiwany czas dziatania.

e Kazda z wartosci s jest tak samo prawdopodobna:

T(n) = <Z(T(s —1)+T(nh—s)+ @(n))) —

, (o
= n(Z T(s))—i—@(n)
s=0
TO) = T = e

o Komentarz: Operacje na sktadnikach ©(...).

M. Kubica WPF



Problem sortowania

Przyktady algorytméw sortowania

Oczekiwana ztozonoéé czasowa algorytmu quick-sort
Koszt zamortyzowany i heap-sort

Zasada ,dziel i rzadZz” i analiza ztozonosci

Quick-sort

n—1
nT(n) = 2) T(s)+06(n%) =
s=0
n—1
= 22 T(s)+O(nr)+(n—1)T(n—-1) -
—~ 22 T(s (n—1)?) =

= 2T(n—1) (n=1)T(n-1)+0O(n) =
= (n+1)T(n—1)+0O(n)
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Quick-sort

T(n) _ T(n—1)+e< 1 )

n+1 n n+1

1 1 1
= @<n+1+n+-~+3)+@(1) =

= O(logn)

Stad T(n) = ©(nlogn). O
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Kolejka priorytetowa

@ Zasada poboznych zyczen:
Zatézmy, ze mamy dostepna kolejke priorytetows.

@ Kolejka priorytetowa = kolekcja elementéw + porzadek liniowy.
Porzadek liniowy: <
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Sygnatura kolejki priorytetowe;

module type PRI_QUEUE = sig

type ’a pri_queue typ kolejek
val empty_queue : ’a pri_queue pusta kolejka
val is_empty : ’a pri_queue -> bool czy pusta?

val put : ’a pri_queue -> ’a -> ’a pri_queue
wtozenie elementu
val getmax : ’a pri_queue -> ’a maximum
val removemax : ’a pri_queue -> ’a pri_queue
usun maximum
exception Empty_Queue gdy kolejka pusta
end;;
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Heap-sort

@ Zasada poboznych zyczen: mamy dostepna kolejke
priorytetowa.

o Najpierw wktadamy wszystkie elementy do kolejki.

o Nastepnie wyjmujemy je w porzadku nierosnacym.
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Heap-sort

@ Zasada poboznych zyczen: mamy dostepna kolejke
priorytetowa.

o Najpierw wktadamy wszystkie elementy do kolejki.

o Nastepnie wyjmujemy je w porzadku nierosnacym.

let heap_sort 1 =
let wloz = fold_left put empty_queue 1
and wyjmij (1, q) = ((getmax q)::1, removemax q)
in iteruj
([1, wloz)
wyjmij
(fun (_, q) -> is_empty q)
(fun (1, ) -> 1)
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Heap-sort

@ Ztozono$é czasowa:

e zalezy implementacji kolejki priorytetowej,
e n operacji wtozenia i n operacji wyjecia maksimum.
e pozostate operacje — ©(n).
@ Kosztu pamieciowy:
o zatozenie: kolejka rozmiaru n zajmuje ©(n) pamieci,

o M(n)=0O(n)
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Implementacja listowa kolejek

Kolejka = lista nieuporzadkowana.
Funkcja abstrakgji: lista — multizbior jej elementéw.

Prosta, ale nieefektywna implementacja. T(n) = ©(n?)

Otrzymujemy sortowanie przez wybieranie.
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Implementacja listowa kolejek

module Unordered_Pri_Queue : PRI_QUEUE = struct
exception Empty_Queue
type ’a pri_queue = ’a list
let empty_queue = []
let is_empty q = q = []
let put q x = x::q
let getmax q =
if q = [] then raise Empty_Queue
else fst (select_max q)
let removemax q =
if q = [] then raise Empty_Queue
else snd (select_max q)
end;;

select_max pochodzi z sortowania przez wybieranie.
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Implementacja listowa kolejek

o Kolejka = lista uporzadkowana nierosnaco.
o Funkcja abstrakgji: lista — multizbioér jej elementéw (1 — 1).

e Otrzymujemy sortowanie przez wstawianie. T(n) = ©(n?)
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Implementacja listowa kolejek

module Ordered_Pri_Queue : PRI_QUEUE = struct
exception Empty_Queue
type ’a pri_queue = ’a list
let empty_queue = []
let is_empty q = q = []
let put q x = (filter (fun y -> y > x) q) @
(x :: (filter (fun y -> y <= x) q))
let getmax q =
if q = [] then raise Empty_Queue
else hd q
let removemax q =
if q = [] then raise Empty_Queue
else tl q
end; ;
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Stég

Stég to:
@ drzewo binarne,
e w weztach znajduja sie elementy,

o dla kazdego poddrzewa:
warto$¢ w korzeniu poddrzewa = maksimum z wartosci w
poddrzewie,

o dla kazdego poddrzewa, pamietamy jego wielkos¢.
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Stég

type ’a pri_queue =
Node of ’a * ’a pri_queue * ’a pri_queue * int |
Null

let empty_queue = Null
let is_empty q = q = Null

let size q =
match q with
Null -> 0 |
Node (_, _, _, n) ->n
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Stég

let getmax h =
match h with
Null -> raise Empty_Queue

Node (r, _, _, _) ->r

let set_root h r
match h with
Null -> Node (r, Null, Null, 1) |
Node (_, 1, p, n) -> Node (r, 1, p, n)
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Stég

let rec put h x =
match h with
Null -> Node (x, Null, Null, 1) |
Node (r, 1, p, n) ->
if size 1 <= size p then
Node((max x r), (put 1 (min x 1)), p, (n+l))
else
Node((max x r), 1, (put p (min x r)), (nt+l))
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Stég

let rec removemax h =
match h with
Null -> raise Empty_Queue |
Node (_, Null, Null, _) -> Null |
Node (_, 1, Null, _) -> 1 |
Node (_, Null, p, _) -> p |
Node (_, (Node (rl1, _, _, _) as 1),
(Node (rp, _, _, _) as p), n) ->
if rl >= rp then
Node (rl, removemax 1, p, n - 1)
else
Node (rp, 1, removemax p, n - 1)
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Stég

Wykonujemy n operacji put i n operacji getmax.
Wéwczas wysokos¢ drzewa stogu nie przekracza |log, n].
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Stég

Wykonujemy n operacji put i n operacji getmax.
Wéwczas wysokos¢ drzewa stogu nie przekracza |log, n].

o Jesli stog nie jest drzewem petnym, to wstawienie nie zwieksza

jego wysokosci.

o Wystarczy rozwazy¢ wytacznie operacje put.

@ Dla kazdego wezta zachodzi warunek:
liczba wierzchotkéw w lewym i prawym poddrzewie réznig sie o
co najwyzej 1.

@ Stég jest drzewem zréwnowazonym.

@ Drzewo binarne o n wierzchotkach ma wysokos¢ |log, n|.
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Heap-sort

Koszt czasowy:

@ operacji wstawiania jest rzedu ©(log k) = O(log n),
gdzie k jest aktualna liczba elementéw w stogu,

@ usuwania jest co najwyzej rzedu wysokosci stogu, czyli
O(log n),

@ sortowania za pomoca stogu wynosi ©(nlog n).
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zamortyzowany operacji na stogu

e h moze by¢ istotnie wigksze niz ©(log k).
@ ,Sumarycznie” mozemy przyjac, ze:

Problem:

Ciag n operacji wstawien i usunie¢ elementéw ze stogu.
Zwykle rozmiar stogu jest duzo mniejszy niz n.

Czy potrafimy lepiej oszacowa¢ koszt wstawiania i usuwania?

Koszt wstawiania jest rzedu O(log k), gdzie k to rozmiar stogu.
(Rozmiar drzewa, do ktérego wstawiamy, w kazdym kroku
maleje przynajmniej 2x.)

Koszt usuwania jest rzedu ©(h), gdzie h to wysokos¢ stogu.

o koszt operacji wstawiania jest ©(log k).
o koszt operacji usuwania jest staty.
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Intuicje

@ Obliczenia wymagaja energii.

@ Zamiast czasu liczymy zuzyta energie.

@ Struktura danych moze magazynowac
energie.

@ Energia potencjalna stogu —
wktadajac element, wydatkujemy
energie proporcjonalna do liczby
krokéw.

Zuzywamy energie rzedu ©(log, k).

M. Kubica WPF



Problem sortowania

Przyktady algorytméw sortowania

Oczekiwana ztozonoéé czasowa algorytmu quick-sort
Koszt zamortyzowany i heap-sort

Zasada ,dziel i rzadZz” i analiza ztozonosci

Intuicje

@ Energie potrzebng do usuniecia
maksimum pokrywamy spadkiem
energii potencjalnej stogu. Musimy
dostarczy¢ energie rzedu ©(1).

@ Poczatkowa energia stogu wynosi 0, a
koncowa jest dodatnia.
taczny czas obliczen jest co najwyzej
taki, jak zuzyta energia.
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Koszt zamortyzowany

e Okreslamy funkcje potencjatu struktury danych.

@ Koszt zamortyzowany operacji =
koszt czasowy operacji + zmiana funkcji potencjatu.

@ Kosz czasowy ciggu operacji =
koszt zamortyzowany ciagu operacji +
poczatkowa wartosé funkgcji potencjatu —
koncowa wartos¢ funkcji potencjatu.

M. Kubica WPF



Problem sortowania

Przyktady algorytméw sortowania

Oczekiwana ztozonoéé czasowa algorytmu quick-sort
Koszt zamortyzowany i heap-sort

Zasada ,dziel i rzadZz” i analiza ztozonosci

Kolejka FIFO

Example
o Kolejka FIFO — ang. first in, first out.
o Cel: koszt zamortyzowany operacji ©(1).

@ Elementy kolejki przechowujemy na dwéch listach.
Do jednej doktadamy elementy, a z drugiej wyjmujemy.
Gdy kolejka elementéw do wyjmowania jest pusta, przenosimy
elementy z jednej kolejki do drugiej, odwracajac ich kolejnosé.

@ Dodatkowo pamietamy rozmiar kolejki i jej pierwszy element.
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Kolejka FIFO

module type QUEUE =
sig
exception EmptyQueue
type ’a queue
val empty : ’a queue

val is_empty : ’a queue -> bool

val insert : ’a queue -> ’a -> ’a queue
val front : ’a queue -> ’a

val remove : ’a queue -> ’a queue

end; ;
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Kolejka FIFO

module Fifo : QUEUE = struct
exception EmptyQueue

type ’a queue = {front: ’a list; back: ’a list; size: int}
let empty = {front=[]; back=[]; size=0}

let size q = q.size

let is_empty q = size q = 0

let balance q =
match q with

{front=[]; back=[]1} ->q |
{front=[]; back=b; size=s} -> {front=rev b; back=[]; size=s} |
- ->q

M. Kubica WPF



Problem sortowania

Przyktady algorytméw sortowania

Oczekiwana ztozonoéé czasowa algorytmu quick-sort
Koszt zamortyzowany i heap-sort

Zasada ,dziel i rzadZz” i analiza ztozonosci

Kolejka FIFO

let insert {front=f; back=b; size=n} x =
balance {front=f; back=x::b; size=n+1}

let front q =
match q with
{front=[]1} -> raise EmptyQueue |
{front=x::_} -> x

let remove q =
match q with
{front=_::f} -> balance {front=f; back=q.back; size=q.size-1} |
-> raise EmptyQueue

end;;
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Kolejka FIFO

Funkcja potencjatu = length q.back.

Procedury is_empty_queue, size i first maja staty koszt
czasowy i nie zmieniaja funkcji potencjatu.

Funkcja potencjatu pustej kolejki = 0.
put — koszt czasowy (1) + zwiekszenie funkcji potencjatu o
1 = koszt zamortyzowany ©(1).

remove — O(1) + koszt procedury balance.
Rzeczywisty koszt czasowy balance = ©(n).
Spadek funkgji potencjatu do 0.

Koszt zamortyzowany balance = ©(1).
Koszt zamortyzowany remove = ©(1).
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Deser

int getRandomNumber()

return Y. // chosen by fair dice roll.
J/ quaranteed to be random.

http://xkcd.com/221/
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