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Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem

Dwustronne kolejki + sklejanie + odwracanie.
module type QUEUE = sig

type ’a queue
exception EmptyQueue
val init : unit -> ’a queue
val is_empty : ’a queue -> bool
val put_first : ’a queue -> ’a -> unit
val put_last : ’a queue -> ’a -> unit
val first : ’a queue -> ’a
val last : ’a queue -> ’a
val remove_first : ’a queue -> unit
val remove_last : ’a queue -> unit
val merge : ’a queue -> ’a queue -> unit
val rev : ’a queue -> unit

end;;
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Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem

@ Technika atrap i straznikéw.
@ Lista dwukierunkowa, bez okreslania kierunkéw dowiazan.
@ Atrapy na koncach.

@ Lista, to para dowigzan do atrap.
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Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem

@ Opcjonalna warto$¢ — atrapa nie ma wartosci:
type ’a opt = Null | Val of ’a

o Elementy listy:
type ’a elem = {
mutable 11 : ’a elem;
mutable 12 : ’a elem;
v : ’a opt

}
o Kolejka:

type ’a queue = {
mutable front : ’a elem;
mutable back : ’a elem

}
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Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem

@ Gdy kolejka niespodziewanie pusta:
exception EmptyQueue
@ Wartos¢ elementu:
let value e =
match e.v with
Val x -> x |
Null -> raise EmptyQueue

@ Predykat sprawdzajacy czy kolejka jest pusta:

let is_empty q =
let £ = q.front
and b = q.back
in (£.12 == b)
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Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem

o Konstruktor pustej kolejki:

let init () =
let rec g1 = { 11 = gi; 12 = g2; v = Null}
and g2 = {11 = g2; 12 = g1; v = Null}
in { front = gl; back = g2 }

@ Wstawia nowy element z wartoscia x pomiedzy elementy p i q:

let put_between p q x =
let r ={ 11 =p; 12 =q; v
in begin
if p.11 == q then p.1l1 <- r else p.12 <- r;
if q.11 == p then q.11 <- r else q.12 <- r
end

Val x }
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Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem

o Wstawienie na poczatek:

let put_first q x =
let £ = q.front
in put_between f f.12 x

@ Wstawienie na koniec:

let put_last q x =
let b = g.back
in put_between b b.12 x

@ Pierwszy element:

let first q = value q.front.12
@ Ostatni element:

let last q = value q.back.12
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Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem

Imperatywne wskaznikowe struktury danych

@ Usuwa element (nie bedacy atrapa):

let remove e =
let el = e.11
and e2 = e.12
in begin
if el.11 == e then el.1l1 <- e2 else el.12 <- e2;
if e2.11 == e then e2.11 <- el else e2.12 <- el
end
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Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem

@ Usuniecie pierwszego elementu:

let remove_first q =
if is_empty q then raise EmptyQueue
else remove q.front.12

@ Usuniecie ostatniego elementu:

let remove_last q =
if is_empty q then raise EmptyQueue
else remove qg.back.12

M. Kubica WPF



Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem

Imperatywne wskaznikowe struktury danych Drzewa Find-Union

Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem

@ Sklejenie dwoch kolejek, druga kolejka staje sie pusta:
let merge ql g2 =
let f1 = ql.front and bl = gql.back
and f2 = g2.front and b2 = g2.back
in let el = b1.12 and e2 = £2.12
in begin
if el1.11 == bl then el.11 <- e2
else el.12 <- e2;
if e2.11 == f2 then e2.11 <- el
else e2.12 <- el;
ql.back <- b2;

£2.12 <- bi;

bl.12 <- £2;

g2.back <- bl
end
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Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem

@ Odwrdécenie kolejki:

let rev q =
let f = q.front
and b = g.back
in begin
q.front <- b;
q.back <- £
end

W oczywisty sposéb, ztozonosé czasowa wszystkich operacji to:

o(1).
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Drzewa Find-Union

@ Struktura danych do reprezentowania relacji réwnowaznosci
oraz jej klas abstrakgji.

@ Alternatywnie: graf nieskierowany i spéjne sktadowe.
o Interfejs:

e typ reprezentujacy elementy i klasy,
konstruktor elementéw i par,
sprawdzenie réwnowaznosci,
reprezentant i elementy klasy abstrakgji,
liczba klas abstrakcji.
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Dwustronne kolejki ze scalaniem i odwracaniem
Drzewa Find-Union

module type FIND_UNION = sig
type ’a set

val make_set ’a -> ’a set
val find ’a set -> ’a
val equivalent ’a set -> ’a set -> bool
val union ’a set -> ’a set -> unit
val elements ’a set -> ’a list
val n_of_sets unit-> int
end;;
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Drzewa Find-Union

@ o set — elementy klas abstrakcji etykietowane wartosciami
typu «.

Rézne (w sensie ==) wartosci sklejamy w jedna klase abstrakgji.
o Kazde wywotanie make_set tworzy nowy element z podang

etykieta.

Nawet jesli dwa razy wywotamy z ta sama etykieta.

Etykiety powinny byé unikalne.
o Elementy x i y s3 w tej samej klasie abstrakcji gdy

find x = find y.

(Chyba, ze etykiety nie sa unikalne.)
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Drzewa Find-Union

@ Implementacja takiej struktury danych musi by¢
imperatywna.

@ union wptywa nie tylko na swoje argumenty,
ale réwniez na wszystkie wartosci scalanych klas abstrakgji.

o Efektywna implementacja wymaga zastosowania wskaznikowe;j
struktury danych.
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Drzewa Find-Union

let a = make_set "a"

and b = make_set "b"
and ¢ = make_set "c"
and d = make_set "d";;
n_of_sets();;

- : int = 4

union a b; wunion ¢ d; n_of_sets();;
- : int = 2

assert (not (a == d) && not (a == b));;

assert ((equivalent a b) && not (equivalent a d));;
union b c;;

assert (equivalent a d);;
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Implementacja drzew Find-Union

o Klasy abstrakcji = drzewa.
Wezty = elementy klas abstrakgji.

@ Wskazniki od wezta do ojca.
Wskaznik z korzenia prowadzi do niego samego.

Korzen drzewa = reprezentant klasy.
make_set tworzy wierzchotek z ,petelky”.

find znajduje korzen drzewa i zwraca jego etykiete.

union znajduje korzenie dwéch drzew i podfacza jednego jako
syna drugiego.
Korzen mniejszego drzewa podczepiamy pod korzen wiekszego.
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Kompresja Sciezek

SEE

o Gdy wyszukujemy reprezentanta klasy, we wszystkich
odwiedzanych weztach przestawiamy wskazniki na korzen

=
\ Za
!
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Wybér nowego korzenia

@ Gdy scalamy dwa drzewa — ktéry korzen ma sie staé
korzeniem nowego drzewa?

@ Generalnie, podtaczamy mniejsze drzewo do wiekszego.

@ Nie pamietamy ani wielkosci, ani wysokosci drzew.

o Kazdemu wierzchotkowi przypisujemy range,
liczbe catkowita, gérne ograniczenie na wysokos¢ wierzchotka.

@ Ranga pojedynczego wierzchotka wynosi 0.

@ Kompresja sciezek nie wptywa na rangi wierzchotkéw.

@ Scalajac podtaczamy korzen o mniejszej randze, do korzenia o
wiekszej randze.
Jezeli oba korzenie maja te sama range, to wybieramy
ktorykolwiek i zwiekszamy jego range o 1.
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Wyliczanie elementéw klas i licznik klas

o Jak wyliczy¢ elementy klas abstrakcji?
o Potrzebujemy wskaznikéw idacych w dét drzewa.

@ Dla kazdej klasy abstrakcji utrzymujemy réwniez drzewo
.rozpinajace” elementy klasy.

@ Korzeniem tego drzewa jest reprezentant klasy abstrakcji.

o W kazdym wezle drzewa pamietamy liste jego nastepnikéw.

o Ksztatty drzew tworzonych przez wskazniki idace ,w gore” i ,w
dot” nie musza sie pokrywac.

@ Dodatkowo, utrzymujemy licznik klas abstrakgji.
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Implementacja drzew Find-Union

Struktura danych:

type ’a set = {

elem : ’a; Etykieta
up : ’a set ref; Przodek
mutable rank : int; Ranga
mutable next : ’a set list Lista potomkéw

}

let sets_counter = ref 0O
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Implementacja drzew Find-Union

let n_of_sets () = !sets_counter

let make_set x =
let rec v = { elem=x; up=ref v; rank=0; next=[] }
in begin
sets_counter := !sets_counter + 1;
v
end

(* Znajduje korzein drzewa, kompresujgc Sciezke. *)
let rec go_up s =
if s == !(s.up) then s
else begin
s.up := go_up !(s.up);
! (s.up)
end
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Implementacja drzew Find-Union

let find s = (go_up s).elem
let equivalent sl s2 = go_up sl == go_up s2

let union x y =
let fx = go_up x and fy = go_up y
in
if not (fx == fy) then begin
if fy.rank > fx.rank then begin
fx.up := fy; fy.next <- fx :: fy.next
end else begin
fy.up := fx; fx.next <- fy :: fx.next;
if fx.rank = fy.rank then fx.rank <- fy.rank+l

end;
sets_counter := !sets_counter - 1

end
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Implementacja drzew Find-Union

let elements s =
let acc = ref []
in
let rec traverse sl =
begin
acc := sl.elem :: lacc;
List.iter traverse sl.next
end
in begin
traverse (go_up s);
lacc
end
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Analiza kosztu

Dla kazdego wezfa, ktdry nie jest korzeniem, jego ranga jest
mniejsza od rangi jego ojca.

@ Dowod przebiega indukeyjnie po historii obliczen.
@ Operacja union podtaczajac jeden korzen do drugiego
zapewnia, ze ojciec ma wiekszg range niz nowy syn.

@ Kompresja Sciezek zachowuje powyzsza wtasnosc¢.
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Analiza kosztu

Lemma

Dla dowolnego drzewa, ktérego korzeri ma range r,
liczba weztéw w drzewie wynosi przynajmniej 2".

Dowdd (indukeyjny po historii obliczen):

@ Jednoelementowe drzewa maja range 0.
@ Kompresja Sciezek nie zmienia liczby weztéw, ani rangi korzenia.

@ Jezeli scalamy drzewa, ktérych korzenie maja rézne rangi, to
witasnosé jest zachowana.

@ Jezeli scalamy drzewa, ktérych korzenie maja range r,
to kazde z tych drzew ma przynajmniej 2" weztéw.
Po ich scaleniu powstaje drzewo, ktére zawiera przynajmniej 2"+1
elementéw i ktérego korzehn ma range r + 1. |
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Analiza kosztu

Dla dowolnej rangi r istnieje co najwyZej 5 weztéw rangi > r.

@ Ranga wierzchotkéw rosnie w wyniku operacji union.

@ Usunmy z obliczen wszystkie operacje union, ktére tworza
wierzchotki o randze > r. Ich ranga pozostanie = r.

e Kazdy wierzchotek rangi r jest korzeniem drzewa
zawierajacego przynajmniej 2" weztow.

@ Poniewaz wszystkich wierzchotkéw jest n, wiec wierzchotkéw
rangi r (lub wigkszej) moze by¢ co najwyzej ;. 0
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Analiza kosztu

Rangi weztéw nie przekraczaja [log, n|.

Definition

Funkcja Iogéx jest zdefiniowana standardowo.
Moze ona by¢ nieokreslona.
Funkcja log™ jest zdefiniowana nastepujaco:

log* x = min{i >0 : loghx < 1}

log"4 =2
log* 65000 = 4
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Analiza kosztu

taczny koszt wykonania m operacji na drzewach find-union (bez
operacji elements), sposréd ktérych n to operacje make_set
wynosi O(m - log™ n).

Definition
Zanim przystapimy do dowodu, zdefiniujemy funkcje B, odwrotna
do funkcji log™:

2
2 }_j razy
B(j) = 2 J:e§|ij: >1
1 jeslij =0
—1 jesli j = —1
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Analiza kosztu

@ Wierzchotki dzielimy na bloki, ze wzgledu na log* ich rang.
Bloki numerujemy tymi wartosciami.
Blok numer j zawiera rangi od B(j — 1) + 1 do B(j).

@ Bloki maja numery od 0 do co najwyzej
log*(log, n) = log™ n — 1.
Wszystkich blokéw jest < log™ n.

@ Pomijajac koszt operacji go_up, koszt operacji wynosi O(m).
Mozemy wiec skupi¢ sie na koszcie operacji go_up.

e Pojedyncza operacja go_up przebiega Sciezke od danego wezta
do syna korzenia: (xo, x1,...,x/).
Rangi wierzchotkéw na $ciezce rosna.
Wierzchotki na sciezce nalezace do tego samego bloku
wystepuja po kolei.
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Analiza kosztu

o Koszt go_up przypisujemy wierzchotkom na Sciezce.
Dzielimy go na koszt zwigzany ze Sciezkg i zwigzany z blokami.
@ Koszt zwigzany z blokami przypisujemy ostatnim w blokach
wierzchotkom na $ciezce, oraz synowi korzenia, x/_1.
@ Koszt zwiazany z blokami jednej operacji go_up wynosi
O(1 + log™ n).
Koszt zwigzany z blokami wszystkich operacji go_up wynosi
O(m - log™ n).
o Nalezy jeszcze pokaza¢, ze taczny koszt zwigzany ze $ciezkami
jest réwniez rzedu O(m - log™ n).
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Analiza kosztu

o Jezeli jakiemus$ wierzchotkowi zostat raz przydzielony koszt za
blok, to juz wiecej nie bedzie mu przydzielony koszt za $ciezke.

o Jezeli wierzchotkowi zostat w danej operacji go_up
przydzielony koszt za Sciezke, to w wyniku tej operacji jego
ojciec zmienit sie na taki o wyzszej randze.

@ Jezeli ten nowy ojciec nalezy do innego bloku, to wierzchotek
juz wiecej nie bedzie miat przypisanego kosztu za Sciezke.

@ Jezeli dany wierzchotek nalezy do bloku nr j, to moze on mie¢
przypisany koszt za Sciezke co najwyzej B(j) — B(j —1)—1
razy.
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Analiza kosztu

Oznaczmy przez N(j) liczbe wierzchotkéw w bloku nr j.

Mamy: N(j) < B’(’j).

Dowéd lematu.

Korzystajac z faktu, ze weztéw o randze > r jest < 5; mamy:
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Analiza kosztu

taczna liczbe optat za sciezki mozemy oszacowac:

log* n—1
> (NG)-(BG)-B(i—1) - 1)) <
=0
log™ n—1 n
< (50560 -BG-D-1) <

*
* p—

log* n—1 n log* n—1
<Y (505°80)= L m<nlogn

Jj=0 Jj=0

Stad, faczny koszt wszystkich operacji jest rzedu O(mlog* n). [
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Analiza kosztu

e W praktyce czynnik log™ n mozna przyja¢ za staty.
@ Nie przekracza on 5 dla wszelkich praktycznych wielkosci.
° B(5) > 1019728

o Liczba atoméw we Wszechswiecie jest szacowana na 1080,
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