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Kilka podstawowych pojec¢

@ Programy imperatywne zmieniaja stan, czyli wartosci
zmiennych.

@ Asercja = warunek logiczny, ktéry musi by¢ spetniony w
danym momencie obliczen / w okreslonym miejscu w
programie.

@ Warunek kohcowy = asercja opisujaca stan po wykonaniu
programu.

@ Warunek poczatkowy = asercja opisujaca stan przed
wykonaniem programu.

@ Specyfikacja programu = warunek poczatkowy + warunek
koncowy.
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Kilka podstawowych pojec¢

o CzeSciowa poprawno$¢ = warunek poczatkowy + obliczenie
konczy sie bez btedow = warunek koncowy.

e Wiasnos$c¢ stopu = warunek poczatkowy = obliczenie
konczy sie bez btedow.

o Catkowita poprawno$¢ = CzeSciowa poprawnos¢ + witasnosé
stopu.
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Formalizmy

Formalizmy do specyfikacji i weryfikacji programéw imperatywnych:

@ Logika Hoare'a — formuty postaci:
{warunek poczatkowy} program {warunek koncowy}
oznaczaja staba poprawnosé,

@ Transformatory predykatéw Dijkstry — przeksztatcaja warunek
koncowy w najstabszy warunek poczatkowy,

o Logika dynamiczna (V. R. Pratt, D. Harel) — rozszerzenie
logiki modalnej, [p]e, (p)e.

@ Logika algorytmiczna (G. Mirkowska, A. Salwicki) —
program {warunek koncowy};
oznacza najstabszy warunek poczatkowy gwarantujacy
catkowita poprawnosc.
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While-programy

@ Ograniczamy sie do jezyka while-programéw.

e Zaktadamy, ze wszystkie ,zmienne” s3 referencjami do liczb
catkowitych.
(Rozszerzenie na inne typy proste nie jest trudne, ale
komplikuje technikalia.)

e Zaktadamy, ze kazdy identyfikator reprezentuje inng referencje.

@ Aliasing, lub typy ztozone (tablice, wskazniki) istotnie
komplikuje problem specyfikacji i weryfikacji programoéw.
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While-programy

Sktadnia while-programéw:

(while-program) ::= (instrukcja) |
(instrukcja) ; (while-program)
(instrukcja) = Dbegin (while-program) end |

if (warunek) then (instrukcja)
[ else (instrukcja)] |

while (warunek)
do (while-program) done |

(referencja) := (wyrazenie) |

O
(wyrazenie) '= wyraZenia arytmetyczne ze zmiennymi
(warunek) = warunki logiczne z (wyrazeniami)
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Semantyka while-programoéw

Dziedziny semantyczne:
@ Id — zbidr identyfikatoréw,

@ Stan systemu, to wartosciowanie zmiennych,
funkcja przypisujagca nazwom zmiennych ich wartosci:
Stan = [Id — 7],

@ Semantyka while-programu lub instrukcji to funkcja czesciowa ze
stanéw w stany. (Obliczenia moga sie zapetla¢, lub nie udac¢.)
[while-program] : Stan — Stan

@ Semantyka wyrazenia, to funkcja ze stanu w liczby catkowite:
[wyrazenie] : Stan — int

@ Semantyka warunku, to funkcja ze stanu w wartosci logiczne:
[warunek] : Stan +— bool

M. Kubica WPF



Background
Logika Hoare'a While-programy
Logika Hoare'a

Semantyka while-programoéw

Semantyka while-programoéw:

[015) = s
[r:=w](S) = funi— if i =r then [w](S) else 5(/)
[P P(S) = [PA(IA1(S))
[if w then P; else P>](S) =
= if [w](S) then [P1](S) else [P2](S)
[if w then P] = [if w then P else ()]
[while w do P done](So) = Sn, gdzie: not [w](Sn)
|IW]](5,'), Siy1 = [[P]](S,) dla0<i<n

w p.p. nieokreslone

Wiecej na Semantyce i weryfikacji programéw.
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Formuty logiki Hoare'a

o Formuty Hoare'owskie to tréjki postaci: {p}P{¢}, gdzie:

e ¢ — warunek poczatkowy,
e P — while-program,
e 1) — warunek koncowy.

o {p}P{1} oznacza czesciowa poprawnos¢ P wzgledem ¢ i 1.
@ Model = dziedzina algorytmiczna.

e Wynikanie semantyczne ze zbioru przestanek: A = {p}P{v}.
@ Mozliwos¢ udowodnienia na podstawie zbioru przestanek:

AF{p} P {4}
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System dowodzenia

Aksjomaty:
@ instrukcji pustej:

AFE{e} O {#}

@ instrukcji przypisania
AF {olix/wl} x = w {0}
Reguty:
@ ostfabiania.

Ay = ¢, AR{PTP{Y'}, AEY = 9
AF{e} P{y}
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System dowodzenia

Reguty:

@ Srednika:

AF{p} P{&}, AF{&a{v}
At {p} P;Q {v}

@ instrukcji warunkowej:

AF{p A a} P{y}, AF{p A —a}Q{v}
AF {¢} if a then P else Q {4}

@ petli while:

Ab{p A o} P{p}
AF {¢} while a do P done {¢ A —a}
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System dowodzenia

Wzmocnione reguty gwarantujace wtasnos¢ stopu:

@ instrukcji przypisania

A E p[lx/w] = w jest okreslone
AF {pllx/w]} x = w {p}

@ instrukcji warunkowe;j:

AE ¢ = « jest okreslone,

AF{p A o} P{¢}, AF{p A —a}Q{y}
At {¢} if o then P else Q {¢}
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System dowodzenia

Wzmocnione reguty gwarantujace wtasnos¢ stopu:

o petli while:

AE ¢ = «jest okreslone, AE (¢ A p<0) = -,

n nie wystepujew P, AF{o A a A p=n}P{p A pu<n}
At {¢} while a do P done {¢ A —a}

M. Kubica WPF



Background
Logika Hoare'a While-programy
Logika Hoare'a

Minimum

Oto program obliczajacy minimum z dwdéch liczb:

{Ix =Ixog A ly =lyo}
if Ix <ly then z :=!x else z :=ly

{1z = min(!xo, 'y0) }
Z reguty dla instrukcji warunkowej mamy dwie formuty do
udowodnienia:
Q {Ix=lxg Aly =lyo A Ix <ly} z :=Ix {1z = min(!x0, 'y0)}
Q {Ix=Ixo Aly =lyo A =(Ix <ly)} z :=ly {lz = min(Ixo, lyo)}
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Minimum

Q {Ix=lxo Aly =lyo A Ix <ly} z:=Ix {1z = min(!x0, 'y0)}
Korzystajac z:
(Ix =Ixo Aly =lyo A Ix <ly) = Ix = min(Ixo, !y0)
oraz reguty ostabiania otrzymujemy:
{Ix = min(!xo, 'y0)} z :=Ix {!z = min(!xo, 'y0)}
co jest aksjomatem przypisania.
Q {Ix=lxo Aly =lyo A =(Ix <ly)} z :=ly {lz = min(Ixo, lyo)}
Korzystajac z reguty ostabiania oraz z tego, ze:
(Ix =Ixo Aly =lyo A =(Ix <ly)) = ly = min(!xo, lyo)

otrzymujemy:
{ly = min(!xo, !y0)} z :=ly {!z = min(!xp, !y0)}
co jest aksjomatem przypisania. O
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Algorytm Euklidesa

Specyfikacja:
{Ix>0AIx=lxg Aly>0Aly=ly}E{Ix=NWD(xo,y0)}
Implementacja:

while Ix #ly do
if Ix >ly then

E x =Ix—ly
else
y =ly—Ix

M. Kubica WPF



Background
Logika Hoare'a While-programy
Logika Hoare'a

Algorytm Euklidesa

@ Pokazemy petna poprawnosc¢.
@ Zauwazmy, ze wszystkie wyrazenia i warunki s3 dobrze
okreslone.
@ Dodatkowe przestanki — tylko w regule dla petli while.
@ Zaczynamy od zastosowania reguty dla petli while:
o Funkcja miary: Ix+!ly.
o Niezmiennik:
o = Ix>0Aly>0 A NWD(Ix,ly) = NWD(!xo, lyo)
o (¢ A lx+ly <0) = Ix =ly — trywialnie spetnione.
o Trzeba pokazac:

{o N Ix#ly ANx+ly =n} I {p A Ix+ly < n}
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Algorytm Euklidesa

{o AN Ix#£ly ANMx+ly =n} I {p A Ix+ly < n}
Stosujac regute dla if-then-else, mamy dwa przypadki:
Q@ {p Alx#ly Alx+ly=nA x>y}
x =Ix—ly
{e N Ix+ly < n}
Q@ {pAlx#ly Alx+ly=n A =(Ix >ly)}
y =ly—Ix
{e N Ix+ly < n}
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Algorytm Euklidesa

Q {pAlx#ly Alx+ly=nAlx>ly}
x :=lx—ly
{p A Ix+ly < n}
Ostabiamy do aksjomatu przypisania:
Ix—ly >0 Aly >0A Ix=ly+ly <nA
NWD(Ix—ly, ly) = NWD(!xo, 'yo)

x =Ix—ly
{o A Ix+ly < n}

korzystajac z implikacji:

Ix=ly>0Aly>0A

Ix £

<| ° A -X7é-yl/\ ' > — | N\WD(Ix—1y, ly) = NWD(Ix0, y0) A
XAy =n A x>y Ix—ly+ly <n
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Algorytm Euklidesa

Q@ {vAlx#Aly Alx+ly=n A =(Ix >ly)}
y =ly—Ix
{¢ N Ix+ly < n}
Ostabiamy do aksjomatu przypisania:
Ix>0Aly=Ix>0A Ix+ly—Ix <nA

{ NWD(!x,ly—1x) = NWD(!xo, !yo) }
y =ly—Ix
{o A Ix+ly < n}

korzystajac z implikagcji:
Ix>0Aly—=Ix>0A

Ix £l
<I M el l/\ ! > = | NWD(!x,!y—!x) = NWD(!xo, 'yo) A
Ix+ly =n A =(Ix >ly) Ix+ly—Ix < n

O
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Algorytm mnozenia rosyjskich chtopéw

Specyfikacja:
{Ix=Ixo ANIx>0Aly=lyy Aly >0} P{lz=Ix-lyo}

Implementacja:

z:=0;
(while Ix > 0 do
(if !x mod 2 = 0 then begin
x :=Ix/2;
p y=ly.2
W< | < end else begin
x:=Ix—1;
z :=lz+4ly
end
L done
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Algorytm mnozenia rosyjskich chtopéw

o Pokazemy petna poprawnos¢.

@ Woyrazenia oraz warunki sa zawsze dobrze okreslone.
@ Dodatkowe przestanki — tylko w regule dla petli while.

@ Niezmiennik petli while:

p = Ixlyt+lz=Ixglyg AIx>0A1ly >0
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Algorytm mnozenia rosyjskich chtopéw

{Ix=lxo ANlx>0Aly =lyy Ally >0} P {lz=Ix0-y0}

Z reguty dla $rednika uzyskujemy dwie formuty do udowodnienia:

QO {Ix=xo AIx>0Aly=lyy Aly >0} z:=0 {p}
Mozemy ostabi¢ do aksjomatu przypisania:

{Ixly+0=Ixg'lyo AIx>0Aly >0} z:=0 {p}

Q {p} W {lz=Ixlyo}
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Algorytm mnozenia rosyjskich chtopéw

Q {¢} W {lz=Ixolyo}

Zauwazmy, ze (p A Ix <0) = (Ix=0 A 1z =Ixp-!y0).
Ostabiamy do: {¢} W {p A Ix < 0}.

Stosujemy regute dla petli while:
o Funkcja miary: Ix.
o (pANIx<0) = —(Ix>0).
o {p AIx>0AIx=n}I{pAlx<n}
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Algorytm mnozenia rosyjskich chtopéw

{p AIx>0AIx=n}I{pAlx<n}

Stosujac regute instrukcji warunkowej dostajemy dwie formuty:
A) {¢Alx>0AIx=nA!xmod2=0}
x =Ix/2; y:=ly-2
{¢ NIx < n}
B) {¢p Alx>0AIx=nA Ixmod2=#0}
x =lx—1; z:=lz+ly
{ A Ix < n}
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Algorytm mnozenia rosyjskich chtopéw

A) {pAlx>0AIx=nA Ixmod2=0}
x =Ix/2; y:=ly-2
{e N Ix < n}

Z reguty dla srednika sprowadzamy do aksjomatu przypisania:
{Ix-2ly+lz=Ixp:lyp A Ix >0 A 2:ly >0 A Ix < n}
y:=ly.2
{¢ N Ix < n}

oraz:

{@ ANIx>0AIx=nA Ixmod 2 =0}
x :=Ix/2
{Ix-2:ly+lz=Ixp:lyg A Ix >0 A 2:ly >0 A Ix < n}
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Algorytm mnozenia rosyjskich chtopéw

{e AIx>0AIx=nA !xmod2=0}
x :=Ix/2
{Ix-2:ly+lz=Ixplyg A Ix >0 A 2:ly >0 A Ix < n}

Korzystamy z implikacji:

|
Sole'fﬁA :>< (1x/2) - 2:ly+1z =Ixo-lyo A )
C ! N |
Ix mod 2 = 0 Ix/2>0 A 2ly >0AIx/2<n

Ostabiamy do aksjomatu przypisania:
{('x/2) - 2:ly+lz =Ixg-lyo A 1x/2>0 A 21y >0 A Ix/2 < n}
x :=Ix/2
{Ix-2:ly+lz=Ixp:lyg A Ix >0 A 2:ly >0 A Ix < n}
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Algorytm mnozenia rosyjskich chtopéw

B) {¢ Alx>0AIx=nA Ilxmod 2 # 0}
x=lx—1;, z:=lz4ly
{¢ A Ix < n}

Z reguty dla srednika, otrzymujemy aksjomat przypisania:

{Ix-ly+lz4+ly =Ixp-lyo Alx >0 A ly >0 A Ix < n}
z :=lz+ly

{o N Ix < n}

oraz:
Alx>0AIx=nAIxmod2#0
¥
x:=Ix—-1
{Ix-ly+lz4+ly =Ixo:-lyo Alx >0 A ly >0 A Ix < n}
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Algorytm mnozenia rosyjskich chtopéw

{@ ANIx>0AIx=nA Ixmod 2 # 0}
x =lx—-1
{Ixly+lz+ly =Ixo:lyo AIx >0 A ly >0 A Ix < n}

Korzystajac z implikacji:

|
v (:(ji/(z A ("x = 1)-ly+lz+ly =Ixp-lyp A
o Ix—1>0Aly>0AIx—1<n
Ix mod 2 # 0

ostabiamy do aksjomatu przypisania:

{("x = 1)dy+lz+ly =lxo-lyo AIx—1>0Aly >0A Ix—1<n}
x =lx—-1

{Ixly+lz+ly =Ixg-lyo AIx >0 A ly >0 A Ix < n} ]
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HOW TO WRITE GOOD CODE:

THROW 1T ALLOUT
AND START OVER.
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