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Podstawowe pojecia

o Graf = wierzchotki + krawedzie.

e Krawedzie musza mie¢ rézne konce.

@ Miedzy dwoma wierzchotkami moze by¢ co najwyzej jedna
krawedz.

@ Inne warianty: grafy z petelkami, multi-grafy.
@ Nieskierowane i skierowane.

@ Krawedz nieskierowana utozsamiamy z para krawedzi
skierowanych w obu kierunkach.

@ Zakfadamy, ze wierzchotki s3 ponumerowane liczbami
catkowitymi od 0 do n — 1.

@ m = liczba krawedzi.
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Implementacja graféw

Nie rébcie tego sami w domu!

Albo rébcie, ale tylko dla przyjemnosci.

Sa gotowe biblioteki do przetwarzania graféw,
np. 0Camlgraph.
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Implementacja graféw

Interfejs modutu implementujacego grafy nieskierowane z
etykietowanymi krawedziami:

module type GRAPH_LABELS = sig type label end;;

module type GRAPH =

sig
type label
type graph
val init : int -> graph
val size : graph -> int
val insert_directed_edge : graph -> int -> int -> label -> unit
val insert_edge : graph -> int -> int -> label -> unit
val neighbours : graph -> int -> (int*label) list

end;;

module type GRAPH_FUNC =
functor (L : GRAPH_LABELS) -> GRAPH with type label = L.label;;
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Sposoby implementacji graféw

Macierz sasiedztwa:
@ Macierz n x n wartosci logicznych.
E[v, w] = istnieje krawedz z v do w.
Grafy nieskierowane — macierz jest symetryczna.
Ztozonos¢ pamieciowa ©(n?).
Dodanie, usuniecie, sprawdzenie krawedzi — czas ©(1).

Lista sasiadéw — czas O(n).

Wolniejsza alternatywa: Map + Set
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Sposoby implementacji graféw

Listy incydencji:

Lista wszystkich sasiadéw danego wierzchotka.

Graf = tablica list sasiedztwa.

°
e Dodanie nowej krawedzi — czas ©(1).
@ Ztozonos$¢ pamieciowa ©(n+ m).

°

Usuniecie, sprawdzenie krawedzi — czas O(stopien).

o Lista sasiadéw — czas ©(1).

Zastosujemy listy sasiedztwa.

M. Kubica WPF



Grafy

Przeszukiwanie graféw

Grafy

Implementacja graféw

module Graph : GRAPH_FUNC = functor (L : GRAPH_LABELS) ->
struct
type label = L.label
type graph = {n : int; e : (int*label) list array}
let init s = {n = s; e = Array.make s []}
let size g = g.n
let insert_directed_edge g x y 1 =
g.e.(x) <- (y,1)::g.e.(x)
let insert_edge g xy 1 =
insert_directed_edge g x y 1;
insert_directed_edge g y x 1
let neighbours g x =
g.e.(x)
end;;
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Przeszukiwanie graféw

Problem przeszukiwania grafu:
e Odwiedzamy wierzchotki grafu w okreslonej kolejnosci.
@ Po kolei przechodzimy spéjne sktadowe grafu.
@ Kolejnosci w obrebie sktadowej przyjrzymy sie dalej.
@ W kazdym wierzchotku wywotujemy procedure visit,
ktéra jest parametrem procedury przeszukujacej.

o Kazda sktadowa oznaczamy innym , kolorem” —
liczba catkowita od 0 wzwyz.

@ Kolor 6w jest parametrem procedury visit.

@ Wynikiem procedury przeszukujacej graf jest liczba spéjnych
sktadowych.
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Przeszukiwanie graféw

Przeszukiwanie grafu mozemy zrealizowaé¢ jako funktor:
module GraphSearch (Q : QUEUE) (G : GRAPH) =

struct
open G
let search visit g =
let visited = Array.make (size g) false
in let walk x color = ...
in let k = ref 0O
in for i = 0 to size g - 1 do
if not visited. (i) then begin
walk i ('k);
k := 'k+1
end;
done; 'k
end;;
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Przeszukiwanie graféw

let walk x color =
let q = ref Q.empty
in begin
q := Q.insert !q x;
visited. (x) <- true;
while not (Q.is_empty !q) do
let v = Q.front !q
in begin
visit v color;
q := Q.remove !q;
List.iter

(fun (y, _) ->
if not (visited.(y)) then begin

q := Q.insert !q y;
visited. (y)<- true
end)
(neighbours g v);

end
done
end
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Przeszukiwanie graféw

@ n = liczba wierzchotkéw w grafie.
m = liczba krawedzi w grafie.

o Kazdy wierzchotek jest rozpatrywany tyle razy ile wychodzi z
niego krawedzi plus co najwyzej jedno wywotanie search.

@ Rozmiar kolejki nie przekroczy n.

@ Ztozonos¢ pamieciowa (nie liczac grafu) = ©(n).

@ Ztozonos¢ czasowa zalezy od czasu, w jakim dziatajg operacje
na kolejce.
Zaktadajac, ze dziatajg w czasie statym (zamortyzowanym)
mamy ztozono$¢ czasowa ©(n + m).

M. Kubica WPF



Grafy
Przeszukiwanie graféw

Grafy

Przeszukiwanie grafu wszerz:

@ |dea algorytmu przypomina pozar prerii.

o Jesli ogien dojdzie do jakiegos miejsca, to rozprzestrzenia sie
na sasiednie miejsca, na ktoérych jest jeszcze niewypalona
trawa.

@ Przytozenie ognia w jednym punkcie, spala caty ,spdjny
obszar” suchej trawy.

e Zrédto — pierwszy odwiedzony wierzchotek w kazdej spéjnej
sktadowe;j.

o Kolejnos¢ odwiedzania: najpierw zrédto, potem jego sasiedzi,
potem ich sasiedzi itd.
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@ Wierzchotki sa odwiedzane w kolejnosci rosnacej odlegtosci od
zrédfa.
@ Wierzchotki trzymamy w kolejce FIFO.
module BFS = GraphSearch (Fifo);;
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@ Operacje na kolejce FIFO sa wykonywane w statym czasie
zamortyzowanym.
o Tak wiec ztozonos¢ czasowa przeszukiwania = ©(n + m).
e W kazdej chwili, w kolejce q znajduja sie:
o albo wierzchotki potozone w tej samej odlegtosci / od zrédta,
e albo najpierw wierzchotki potozone w odlegtosci / a dalej w
odlegtosci / + 1 od zrédta.
e W kazdej spdjnej sktadowej wierzchotki s3 odwiedzane zgodnie
z rosnacymi odlegtosciami od zrédta.
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Przeszukiwanie grafu w gtab:
@ Przeszukiwanie z nawrotami.

@ Procedure przeszukujaca wywotujemy dla zrédta.
Nastepnie jest ona rekurencyjnie wywotywana dla jego
sasiadéw, ich sasiadéw itd.
Przy pierwszym wywotaniu wierzchotek jest odwiedzany.

@ Implementacja tej procedury nie musi by¢ rekurencyjna.
Moze by¢ iteracyjna, jezeli zastosujemy stos, czyli kolejke LIFO
(ang. last in, first out).
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module Lifo : QUEUE =

struct

exception EmptyQueue

type ’a queue = ’a list

let empty = []

let is_empty q = q = []

let insert q x = x::q

let front q =
if q = [] then raise EmptyQueue
else hd q

let remove q =
if q = [] then raise EmptyQueue
else tl q
end;;

module DFS = GraphSearch (Lifo);;
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@ Algorytm DFS ma wiele ciekawych wtasnosci.

Pozwala on na znalezienie w grafie cykli prostych, a takze na
podziat grafu na dwuspéjne sktadowe.

@ Wyobrazmy sobie drzewa zbudowane z tych krawedzi, ktére
tacza odwiedzane wierzchotki i wierzchotki, ktére przy tej
okazji s3 wstawiane do kolejki.

@ Sa to drzewa rozpinajace spéjne sktadowe grafu.

@ Korzeniem drzewa jest zrédto.

@ Zastanéwmy sie jak moga by¢ potozone wzgledem takiego
drzewa pozostate krawedzie grafu.
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o Krawedzie spoza drzewa musza prowadzi¢ w gére drzewa.

o Krawedz spoza drzewa nie moze taczy¢ dwéch gatezi drzewa.
Gdyby tak byto, to w trakcie obchodzenia pierwszej gatezi
powinnismy wstawi¢ do kolejki wierzchotek lezacy na drugim
koncu krawedzi.
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@ Z kazda krawedzia spoza drzewa zwigzany jest cykl,
ztozony z niej samej oraz sciezki w drzewie taczacej jej konce.
@ Okazuje sie, ze dowolny cykl prosty w grafie mozemy
przedstawi¢ jednoznacznie, jako zbiér krawedzi spoza drzewa
rozpinajacego DFS.
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Sortowanie topologiczne

Problem sortowania topologicznego:

e Mamy do wykonania n réznych czynnosci.

@ Niektoére z nich musza by¢ wykonane wczesniej, a niektére
pézniej.

@ Mamy danych m par zaleznosci postaci: czynno$¢ a musi by¢
wykonana wczesniej niz czynnos¢ b.

o Nalezy ustali¢ taka kolejnosé wykonywania czynnosci, zeby
wszystkie zaleznosci byty spetnione, lub stwierdzi¢, ze nie jest
to mozliwe.

@ Dane mozemy przedstawi¢ jako graf skierowany.
Czynnosci to wierzchotki, a zaleznosci to krawedzie.
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Sortowanie topologiczne

@ Do rozwigzania problemu mozemy uzy¢ zmodyfikowanej wersji
algorytmu DFS.

@ Mozemy przechodzi¢ wzdtuz krawedzi tylko zgodnie z ich
kierunkiem.
o Kazdy wierzchotek odwiedzamy dwa razy:
e najpierw do niego ,,wchodzimy',
e nastepnie odwiedzamy wszystkich jego sasiadéw,
e na koniec z niego ,,wychodzimy'.
o Obejscie kartezjanskie drzewa.
Wozdtuz kazdej krawedzi przechodzimy dwa razy.
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Sortowanie topologiczne

o Jak moga by¢ potozone krawedzie spoza drzewa rozpinajacego
DFS?

o Krawedzie drzewa rozpinajacego DFS s3 zorientowane od
korzenia w dot.

@ Jesli istnieje krawedz prowadzaca w goére drzewa, to istnieje
cykl w grafie i rozwiazanie nie istnieje.

o Krawedz taka prowadzi do wierzchotka, do ktérego weszlismy,
ale z ktérego jeszcze nie wyszlismy.

o Jesli napotkamy krawedz prowadzaca do wierzchotka, z
ktérego juz wyszlismy, to jest to wierzchotek lezacy na innej
gatezi drzewa rozpinajacego.
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Sortowanie topologiczne

@ Reprezentowana przez niego czynnos$¢ nalezy wykonaé pézniej.
Dotyczy to réwniez wszystkich innych wierzchotkéw, do
ktérych mozna z niego dojsc.

Zauwazmy, ze one réwniez zostaty juz odwiedzone i z nich
wyszlismy.

o Jesli przechodzimy krawedz i odwiedzamy nowy wierzchotek,
to wejdziemy do niego pézniej, ale wyjdziemy z niego
wczesniej, niz z wierzchotka, w ktérym jestesmy.
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Sortowanie topologiczne

o Z wierzchotkéw reprezentujacych czynnosci, ktére nalezy
wykona¢ pézniej wyjdziemy wczesniej niz z danego
wierzchotka.

o Wystarczy wykonywa¢ czynnosci w odwrotnej kolejnosci
wychodzenia z wierzchotkéw.
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Algorytm Dijkstry

@ Graf nieskierowany, w ktérym krawedzie maja dtugosci.

@ Dtugosci krawedzi s3 nieujemnymi liczbami rzeczywistymi.

@ Algorytm Dijkstry stuzy do wyznaczania odlegtosci od zrédta
do pozostatych wierzchotkéw,

o Odwiedzane wierzchotki trzymamy w kolejce priorytetowe;.
Priorytety odpowiadaja odlegtosci od zrédta.
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Algorytm Dijkstry

@ Wierzchotki zaznaczamy jako odwiedzone dopiero po wyjeciu z
kolejki.

Wyjmujac upewniamy sie, czy wczesniej juz danego
wierzchotka nie odwiedzilismy. Wierzchotki moga by¢
wstawiane do kolejki priorytetowej wielokrotnie, jednak nie
wiecej niz tacznie m razy.

@ Moze sie zdarzy¢, ze wstawiajac wierzchotek do kolejki po raz
kolejny, nadamy mu mniejsza wage i zostanie on wczesniej
wyjety z kolejki.

@ Patrzac na pierwsze wyjecia z kolejki wierzchotkéw,
wyjmujemy je w kolejnosci rosnacej odlegtosci od zrédta.
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Algorytm Dijkstry

module FloatLabel =
struct
type label = float
end;;

module FloatGraph = Graph(FloatLabel);;
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Algorytm Dijkstry

module Dijkstra :
sig
val search : FloatGraph.graph -> int -> float array
end = struct
open FloatGraph

module Order =
struct
type t = int * float
let porownaj (vi, di) (v2, d2) =
if (d1, v1) < (d2, v2) then Wieksze
else if (d1, v1) = (d2, v2) then Rowne
else Mniejsze
end

module Q = PriQueue (Order)
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Algorytm Dijkstry

let search g v =

let visited = Array.make (size g) false
and dist = Array.make (size g) infinity
and q = ref Q.empty
in begin

q := Q.put (v, 0.0) !q;

while not (Q.is_empty !q) do

let (v, d) = Q.getmax !q

in begin
q := Q.removemax !q;
if not visited.(v) then begin
List.iter

(fun (w, 1) -> q := Q.put (w, 4 +. 1) !q)
(neighbours g v);
dist.(v) <- 4;
visited. (v)<- true
end;
end;
done;
dist
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Algorytm Dijkstry

@ Koszt czasowy operacji na kolejce priorytetowej jest rzedu
O(log n).

@ Koszt czasowy algorytmu jest rzedu ©((n + m) log n).

@ Koszt pamieciowy jest rzedu ©((n + m)).
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Algorytm Floyda-Warshalla

@ Zastosowanie: znalezienie odlegtosci miedzy wszystkimi parami
wierzchotkow.

Graf dany jako macierz dtugosci krawedzi.
Graf moze by¢ skierowany.
Dtugosci krawedzi moga by¢ ujemne.

Brak cykli ujemnej dtugosci.

Poszerzamy zbiér mozliwych posrednich wierzchotkéw,
od pustego, do wszystkich wierzchotkéw.
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Algorytm Floyda-Warshalla

let distances g =
let open Array in
let n = length g in
let dist = init n (fun i -> copy (g.(i))) in
begin
assert (length g.(0) = n);
for k =0 ton - 1 do
for i =0 ton - 1 do
for j =0 ton -1 do
dist.(i).(j) <-
min dist.(i).(j) (dist.(i).(k) + dist.(k).(j))
done
done
done;
dist
end;;
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Algorytm Floyda-Warshalla a mnozenie macierzy

o Ztozonos¢ czasowa ©(n%), pamieciowa O(n?).
o Odlegtosci w grafie a mnozenie macierzy
(zatozenie: nieujemne wagi)
@ Zamiast mnozenia, dodawanie,
zamiast dodawania, min,
zero jest jedynka,
o0 jest zerem.
o Potrzeba log n mnozeh macierzy n x n.
o Uzywajac algorytmu mnozenia macierzy szybszego niz O(n3),
mozna uzyska¢ algorytm szybszy niz Floyda-Warshalla.

o Algorytm Strassena — ©(n?807)

lepsze (tylko teoretycznie) algorytmy sa znane — ©(n?3+)
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Gotowa implementacja

OCamlgraph (http://ocamlgraph.lri.fr/)
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