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Rodzaje koddéw

Kody statej dtugosci (np. ASCII).
Kody zmiennej dtugosci (np. Morse'a).

Problem separatora — kody (bez-)prefiksowe.

Kod zmiennej dtugosci moze by¢ efektywniejszy niz kod statej
dtugosci.
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Kody statej dtugosci i prefiksowe

o Wiadomosé: BACADAEAFABBAAAGAH
o Kod statej dtugosci:
A 000 c o010 E 100 G 110
B 001 D 011 F 101 H 111
001000010000011000100000101000001001000000000110000111
(54 bity)
o
A0 C 1010 E 1100 G 1110
B 100 D 1011 F 1101 H 1111
100010100101101100011010100100000111001111 (42 bity).
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Reprezentacja kodu w postaci drzewa

Problem optymalnego kodu prefiksowego
(przy znanych czestoSciach wystepowania znakéw)

Reprezentacja optymalnego kodowania w postaci drzewa
binarnego.

Jesli kod jest prefiksowy, to znaki odpowiadaja lisciom.

Drzewo musi by¢ regularne, inaczej kod nie jest optymalny.
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Reprezentacja kodu w postaci drzewa

Drzewo reprezentujace kod z poprzedniego przyktadu.

AO/\
B/Oyo /\
AN AN AN
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Algorytm Huffmana

Algorytm Huffmana:
@ Drzewo kodowania budujemy od lisci do korzenia.
@ Zbiér lisci = zbiér znakéw.
@ Wybieramy dwa elementy o najmniejszych czestosciach
wystepowania.

o Sklejamy je i zastepujemy jednym poddrzewem.
Czesto$¢ wystepowania sumuje sie.
Ich kody beda sie rézni¢ ostatnim bitem.

o Powtarzamy, az pozostanie tylko jedno drzewo.
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Dziatanie algorytmu Huffmana:
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Algorytm Huffmana
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Algorytm Huffmana
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Optymalnosé wyboru

Lemma

f(c) — czestos¢ wystepowania.

X [y — para znakéw o najmniejszej czestosci wystapieri.

Istnieje optymalny kod prefiksowy, w ktérym kody dla x i y maja te sama
dtugosé i réznia sie tylko ostatnim bitem.

Dowéd.

Rozwazmy optymalne kodowanie.

b i ¢ — dwa sasiednie liscie o maksymalnej gtebokosci hp, = hc,
Bez straty ogélnosci zaktadamy, ze f(b) < f(c) oraz f(x) < f(y).
f(x) < f(b) f(y)<f(c) hehy <hp=hc.

Zamieniamy b z x i ¢ z y. Dtugos¢ kodu zmienia sie o:

FO(ho — i) + F(y)(he — hy) + F(B) (e — o) + F()(hy — he) =

(£(x) = £(B))(hs — hi) + (f(y) — £(c))(he — hy) <O

Powstaty kod musi by¢ réwniez optymalny. O
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Optymalnos¢ wyboru

Lemma

f(c) — czestos¢ wystepowania.

X [y — para znakéw o najmniejszej czestosci wystapieri.

Niech z bedzie nowym symbolem, f(z) = f(x) + f(y).

Niech T bedzie drzewem optymalnego kodowania (C \ {x,y}) U {z}.
Drzewo T' powstafe przez dodanie do z synéw x i y jest drzewem
optymalnego kodowania dla C.

Dowéd.

Gdyby T’ nie byto optymalne, to istniatoby lepsze drzewo kodowania, w
ktorym x i y byliby bra¢mi.

Oznaczajac ich ojca przez z i usuwajac je uzyskalibysmy drzewo
kodowania lepsze od T, co nie jest mozliwe. O
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Implementacja algorytmu Huffmana

Dane: lista znakéw posortowana wg rosnacych czestosci wystepowania.
Wynik: drzewo optymalnego kodu.

let huffman 1 =
let rec process col =
if huff_size col = 1 then
huff_first col
else
let t1 = huff_first col
and coll = huff_remove col
in
let t2 = huff_first coll
and col2 = huff_remove coll
in
process (huff_put col2 (merge tl t2))
in process (make_huff_col 1);;
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Implementacja drzew Huffmana

type ’a huff_tree =
Letter of (’a * float) |
Node of (’a huff_tree * ’a huff_tree * float);;

let frequency (t : ’a huff_tree) =
match t with
Letter (_, f) -> f |
Node (_, _, £) -> f;;

let merge tl1 t2 =
Node (tl1, t2, frequency tl +. frequency t2);;
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Implementacja kolekcji drzew Huffmana

type ’a huff col =
’a huff_tree fifo *x ’a huff_tree fifo;;

let make_huff_col 1
(fold_left
(fun g x -> put q (Letter x))
empty_queue 1,
empty_queue) ; ;

let huff_size ((ql, 92): ’a huff_col) =
size ql + size q2;;

let huff_put ((ql, 92): ’a huff_col) t =
((ql, put g2 t): ’a huff_col);;
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Implementacja kolekcji drzew Huffmana

let huff_first ((ql, g2): ’a huff_col) =
if g1 = empty_queue then first g2 else
if g2 = empty_queue then first ql else
let f1 = first ql and f2 = first g2

in if frequency f1 <= frequency f2 then f1 else £f2;;

let huff_remove ((ql, g2): ’a huff_col) =
if q1 = empty_queue then (ql, remove g2) else
if q2 = empty_queue then (remove ql, g2) else
let f1 = first ql and f2 = first g2
in
if frequency f1 <= frequency f2 then
(remove ql, g2)
else ((ql, remove g2): ’a huff_col);;
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Schemat programowania zachtannego

@ Szukamy optymalnego rozwiazania,
ztozonego z ciagu kolejno wybieranych elementéw.

@ Wiasnos¢ wyboru zachtannego — ciag wyboréw optymalnych
lokalnie prowadzi nas do rozwigzania optymalnego globalnie,

o Jedli istnieje rozwigzanie optymalne zgodne z dotychczasowymi
wyborami, to istnieje rozwigzanie optymalne zgodne réwniez z
kolejnym wyborem.

(W szczegdlnosci istnieje rozwigzanie optymalne zgodne z
pierwszym wyborem.)

@ Zasada dziel i zwyciezaj — wtasnos¢ optymalnej podstruktury:
optymalne rozwiazanie jest funkcja optymalnych rozwiazan
podprobleméw i faczacego je zachtannego wyboru.
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Problem kajakowy:

@ Dane s3 wagi n oséb, w postaci listy uporzadkowane;j
niemalejaco.

o Jak usadzi¢ te osoby w minimalnej liczbie kajakéw?
e Kajaki sa dwuosobowe i maja okreslong wypornosé.
@ W kajaku moze ptyna¢ jedna lub dwie osoby.

@ Zakfadamy, ze zadna z oséb nie przekracza wypornosci kajaka,
ale dwie osoby moga juz przekroczy¢ wypornos¢ kajaka.
Problem ten mozna rozwiaza¢ zachtannie i to na kilka sposobéw.
Bedziemy korzysta¢ z kolejek dwustronnych.
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Algorytm I:

@ Najgrubszego kajakarza nazwiemy grubasem.
Ci co mieszcza sie z nim w kajaku to chudzielce.
Pozostali to tez grubasy.

o ldea: najwiekszy grubas ptynie z najgrubszym chudzielcem.

@ Im chudszy grubas, tym grubsi s3 chudzielce.
Podziat na grubaséw i chudzielcéw bedzie sie zmieniat.
Chudsze grubasy beda przechodzi¢ do puli chudzielcéw.
W razie braku grubaséw, najgrubszy chudzielec zostanie
grubasem.

@ Poczatkowo zaktadamy, ze wszyscy to grubasy.

e Kazdy tylko raz moze sie zmieni¢ z grubasa w chudzielca
i raz z chudzielca w grubasa.
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let kajaki 1 wyp =
let rec dobierz g ch = ...
in
let rec sadzaj gp chp acc = ...
in
sadzaj (make_queue 1) empty_queue [];;

kajaki [1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 6; 6; 8; 8; 8; 9; 9; 10] 10;;
[r3; 31; [6; 31; [6; 41; [8]; [8; 21; [8; 2]; [9]; [9; 11; [10]]
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let rec sadzaj gp chp acc =
let (g, ch) = dobierz gp chp
in

if is_empty_queue g then acc else
if is_empty_queue ch then
sadzaj (remove_last g) ch ([last g]::acc)
else
sadzaj
(remove_last g)
(remove_last ch)
([last g; last ch]::acc)
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Problem kajakowy — algorytm |

let rec dobierz g ch =
if (is_empty_queue g) && (is_empty_queue ch) then
(g, ch)
else if is_empty_queue g then
(make_queue [last ch], remove_last ch)
else if queue_size g = 1 then
(g, ch)
else if first g + last g <= wyp then
dobierz (remove_first g) (put_last ch (first g))
else (g, ch)
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Problem kajakowy — algorytm |

Uzasadnienie poprawnosci:

@ Istnieje optymalne rozwiazanie, w ktérym najwiekszy grubas g
i najgrubszy chudzielec ¢ ptyna razem.
o Jesli g ptynie sam, to mozna do niego dosadzi¢ c.
e Zatézmy, ze g ptynie z jakim$ x, wiec x < c.
€ i X mozna zamieni¢ miejscami.
o Wtasnos¢ optymalnej podstruktury — oczywista.
Po obsadzeniu pierwszego kajaka, pozostali kajakarze powinni
ptyna¢ minimalna liczba kajakéw.
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Algorytm [I:

o Najchudszy kajakarz jest chudzielcem.
Grubasy, to ci, ktérzy nie mieszcza sie z nim w kajaku.
Pozostali to chudzielce.
Jesli jest tylko jeden chudzielec, to przyjmujemy, ze jest on
grubasem.

@ ldea: najchudszego chudzielca sadzamy z najgrubszym
chudzielcem.
Na koniec grubasy siadaja samotnie.

@ Im grubszy jest najchudszy chudzielec, tym mniej jest
chudzielcow.
Poczatkowo wszyscy to chudzielce.
Potem stopniowo przerzucamy chudzielcéw do puli grubaséw.
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let kajaki 1 wyp =
let rec dobierz ch g = ...
in
let rec sadzaj chp gp acc = ...
in sadzaj (make_queue 1) empty_queue [];;

kajaki [1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 6; 6; 8; 8; 8; 9; 9; 10] 10;;
[[101; [91; [8]; [3; 41; [3; 61; [3; 6]; [2; 8]; [2; 8]; [1; 9]]

M. Kubica WPF



Kody Huffmana

Programowanie zachtanne it leileny

Problem kajakowy — algorytm Il

let rec sadzaj chp gp acc =
let (ch, g) = dobierz chp gp
in
if (is_empty_queue ch) && (is_empty_queue g) then
acc
else if is_empty_queue ch then
sadzaj ch (remove_first g) ([first g]::acc)
else
sadzaj (remove_first (remove_last ch)) g
([first ch; last ch]::acc)
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let rec dobierz ch g =
if is_empty_queue ch then (ch, g) else
if queue_size ch = 1 then
(empty_queue, put_first g (last ch)) else
if first ch + last ch > wyp then
dobierz (remove_last ch) (put_first g (last ch))
else (ch, g)
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Uzasadnienie poprawnosci:
o Jesli brak chudzielcéw, to kazdy ptynie osobno.

o Jesli sa chudzielcy, to jest ich przynajmniej dwéch.
Woéweczas istnieje optymalne rozwigzanie, w ktérym
najgrubszy g i najchudszy chudzielec ¢ ptyng razem.
o Jesli ¢ ptynie sam, to mozna do niego dosadzi¢ g.
e Zatézmy, ze c ptynie z jakims$ x, wiec x < g.
g | x mozna zamieni¢ miejscami.
o Wtasnos¢ optymalnej podstruktury — oczywista.
Po obsadzeniu pierwszego kajaka, pozostali kajakarze powinni
ptynaé¢ minimalng liczba kajakéw.
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Algorytm Il

@ Najgrubszego kajakarza sadzamy z najchudszym,
o ile sie zmieszcza.

@ Jesli nie, to najgrubszy kajakarz ptynie sam.
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let kajaki 1 wyp =
let rec sadzaj q acc =
if is_empty_queue q then
acc
else if queue_size q = 1 then
[first q]::acc
else if first q + last q <= wyp then
sadzaj (remove_first (remove_last q))
([first q; last q]::acc)
else
sadzaj (remove_last q) ([last ql::acc)
in sadzaj (make_queue 1) [];;

kajaki [1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 6; 6; 8; 8; 8; 9; 9; 10] 10;;
[[3; 41; [3; 6]; [3; 6]; [8]; [2; 8]; [2; 8]; [9]; [1; 91; [10]]
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Uzasadnienie poprawnosci:
o Jesli najgrubszy kajakarz g nie moze ptynaé z najchudszym c,
to musi ptyna¢ sam.

o Jesli g moze ptynac z c, to istnieje optymalne rozwiagzanie, w
ktérym ptyna razem.

Jesli g ptynie sam, to mozna do niego dosadzi¢ c.
Zatézmy, ze g ptynie z jakims$ x.

Jesli ¢ ptynie sam, to mozna zamieni¢ miejscami ¢ i x.
Zatézmy, ze c ptynie z jakims y.

Woéwczas y < g i mozna zamieni¢ g i y miejscami.

o Wtasnos¢ optymalnej podstruktury — oczywista.
Po obsadzeniu pierwszego kajaka, pozostali kajakarze powinni
ptyna¢ minimalna liczba kajakéw.
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@ To rozwiazanie generuje takie same wyniki
(z doktadnoscia do kolejnosci) jak poprzednie.
Dlaczego?
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Problem kajakowy — algorytm IV

Algorytm V:

@ Wsadzamy razem dwdéch kolejnych, jak najgrubszych,
kajakarzy.

@ Grubi s3 ci, ktérzy nie mieszcza sie do jednego kajaka razem z
kolejnym chudszym.
Najchudszy jest z definicji chudy.

@ Sadzamy razem dwdéch najgrubszych chudych.

@ Stopniowo grubi moga przenosic¢ sie do puli chudych.
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Problem kajakowy — algorytm IV

let kajaki 1 wyp =

let rec dobierz ch g = ...
in

let rec sadzaj chp gp acc = ...
in sadzaj [1 1 [1;;

kajaki [1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 6; 6; 8; 8; 8; 9; 9; 10] 10;;
[[101; [91; [91; [1; 81; [2; 81; [2; 8]; [3; 31; [3; 61; [4; 6]]
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let rec sadzaj chp gp acc =
let (ch, g) = dobierz chp gp
in
match ch with
(1 -> acc |
[h] -> sadzaj [1 g ([h]::acc) |
hil::h2::t -> sadzaj t g ([h2; hi]::acc)
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Problem kajakowy — algorytm IV

let rec dobierz ch g =
match (ch, g) with
(., [1) -> (ch, [ |
([1, h::t) -> dobierz [h] t |
(chh::cht, gh::gt) ->
if chh + gh <= wyp then
dobierz (gh::ch) gt
else
(ch, g)
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Uzasadnienie poprawnosci:

@ Jesli nawet dwaj najchudsi nie moga ptyna¢ razem,
to kazdy musi ptyna¢ oddzielnie.
@ Oznaczmy dwdch kolejnych najgrubszych,
ktérzy moga ptynac razem przez g i ¢, g > c.
Istnieje optymalne rozwiazanie, w ktérym g i ¢ ptyna razem.
o Jesli g ptynie sam, to mozna do niego dosadzi¢ c.
Jesli ¢ ptynie sam, to mozna do niego dosadzi¢ g.
e Zatézmy, ze g ptynie z jakims x, a ¢ z jakims y.
Mamy: x < c < g.
e y moze ptyna¢ razem z x, a g razem z c.
o Wtasnos¢ optymalnej podstruktury — oczywista.
Po obsadzeniu pierwszego kajaka, pozostali kajakarze powinni
ptynaé minimalng liczba kajakéw.
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