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Zadanie (matura z informatyki, 2009)

Dane: dodatnia liczba catkowita R.

Wynik: liczba punktow kratowych w cwiartce kota o srodku w
punkcie (0,0) | promieniu R, wliczajgc punkty brzegowe.
Przykiad: Dla R =1, 2, 3 wynikami sg, odpowiednio, 3, 6, 11.

Rozwigzanie 1 (kiepskie):

int Pole(int r){
int x, vy, p;
p=0;
for (x =0; x <=r; x++)
for (y = 0; (X*x + y*y) <=r7r; y++)
p=p+1;
return p;

}



Rozwigzanie 2 - niby piekne, ale bltedne (dlaczego?):

int Pole(int r){
int x, y, p;

Y=1r;p=2%+1;
for (x =1; x <=r; x++){
do
y=y-1,
while ((X*x + y*y) > r’r);
P=ptYy;
}

return p;

}

Pytanie: jak zmieni sie liczba punktow kratowych w Cwiartce
kofta na odcinku x=const, gdy x zmienimy o 17



Btad w rozumowaniu:

Okrag w poblizu punktu

0 wspotrzednych (0,R)

jest "prawie

ptaski" (skadinad, jak ( R
kazda krzywa gtadka).
Zwiekszajgc odcietg o 1
| patrzac
"z doktadnoscig 1", AN/ A%

zwykle nie jestesmy w

stanie zauwazyc, ze
Krzywizna nie jest zerem.




int Pole(int r){
int x, y, p;
Y=1r;p=2%+1;
for (x =1; x <=r; x++){
while ((x*x + y*y) > rr)

y=y-1;
p=ptYy;
}
return p;

}

Czy mozna while zastgpi¢ przez if? Innymi stowy,
czy jest prawda, ze gdy przesuniemy x o 1 w prawo,
to wspotrzedna y pierwszego napotkanego w kole punktu

kratowego spadnie co najwyzej o 1?
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Nie! Dla duzych promieni oraz x bliskich r mamy do czynienia
Z nieomal pionowym' tfukiem okregu.
(Z geometrycznego punktu widzenia powod jest doktadnie ten sam,
CO wczesniegj)



Whnioski? Spostrzezenia? Zrédla
trudnosci?

e Na okregu mogg bycC punkty kratowe;
e Nie jest tatwo przewidzieg, ile ich jest;

e Eksperyment pokazuje, ze ich liczba moze sie zmieniac
W SpOosOb, pozornie dosc przypadkowy.

Ponadto, intuicja podpowiada, ze

e Liczba punktow kratowych w Cwiartce kota powinna bycC
nieztym przyblizeniem pola ¢cwiartki;

e Bfad przyblizenia? Najpewniej O(R).
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Kilka faktow

Twierdzenie (Hugo Steinhaus). Dla kazdej liczby n istnieje
koto, ktére ma pole rowne n i zawiera we wnetrzu
doktadnie n punktow kratowych.

Twierdzenie (Andrzej Schinzel). Dla kazdej liczby n istnieje
okrag, na ktorym lezy doktadnie n punktow kratowych.

Twierdzenie (Tadeusz Kulikowski). Dla kazdej
liczby n istnieje w przestrzeni trojwymiarowej sfera, na ktorej
lezy doktadnie n punktow kratowych.



Zadanie Gaussa o punktach kratowych
w kole

C.F. Gauss: Jesli przez N(R) oznaczymy liczbe punktow
kratowych we wnetrzu kota o srodku w (0,0) i promieniu R, to

N(R) = Pole kota o promieniu R + E(R),
gdzie btad
|IE(R)| < (3/2) * obwdd kota o promieniu R.
Uwaga: btgd moze by¢ zarowno dodatni, jak i ujemny!

Do dzis nie wiadomo, jakie jest najlepsze oszacowanie
btedu. Czasem |E(R)| bywa wiekszy, niz o(R"?(log R)"4).



Nir) = mr' +0.1489589 r
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Promien ok. 6,58



Nir) = wr -0.0132713 r
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Promien nieco ponad 11: N(r) bardzo bliskie polu kota



Nir) = mr* -0.459949 »

Promien r okoto 15,8: btad E(r) < 0.



Obliczanie pola wielokata

Dane: ciag n wierzchotkow P =(X,¥,), ---s P, (X X )

pewnego n-kata W, lezacych kolejno na jego obwodzie, liczac
w Kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.

Wynik: pole wielokata W.

Rozwiazanie:

2*Pole(W) = (xo*y1-x1*y0) + (x1*y2-x2*y1) + ...+ (xn_1*y0-x0*yn_1) =
(X0+X1 )(y1'y0) + (X1 +X2)(y2'y1) Tt (Xn_1 +X0)(yo'yn_1) =
X1 (yz'yo) + Xz(yg'y1) t.F Xo(y1 B yn-1)

A gdybysmy chcieli wiedziec, ile jest punktow kratowych w
wielokgcie...?



Dygresja: planimetr, maszyna do obliczania pola, oparta
na tym pomysle, pochodzi z 1814 roku (tu nowszy model)




Rozwazmy prostszy przypadek, gdy wszystkie wierzchotki majg
wspotrzedne catkowitoliczbowe.

Czy to jest prostsze?
Jeszcze tatwiejsze zadanie:

Dany jest odcinek AB, gdzie A=(x,,y,), B=(x5,Yg) | wszystkie

wspotrzedne sg catkowite. lle punktow kratowych lezy na
odcinku AB?

Jesli AB jest odcinkiem poziomym lub pionowym, sytuacja jest
banalna. Takich punktow jest |[x;-x, + yg-y,| + 1.

Rozwazmy zatem przypadek, bez starty ogolnosci, gdy

XA<XBIyA<yB.



Ze szkoty wiadomo, ze kazdy punkt na odcinku AB mozna
wyraziCc wzorem

(XA + t(XB'XA)’yA + t(yB_yA))
dla pewnego t z przedziatu [0,1].
Wynika stad, ze liczba punktow kratowych na odcinku AB

WYynosi
T+ NWD(X5-X,,Y5-Y)-

Najwiekszy wspolny dzielnik mozna obliczyC szybko dzieki
algorytmowi Euklidesa.



Twierdzenie Picka

Twierdzenie. Niech F bedzie wielokatem o wierzchotkach w
punktach kratowych. Jesli

e P oznacza jego pole,
e N jest liczbg punktow kratowych wewnatrz F,
e B jest liczbg punktow kratowych na brzegu F,

to wtedy
P =N+ B/2 -1
(Georg Alexander Pick, koncowka XIX wieku)

Uwaga: twierdzenie ma (skomplikowane) uogolnienie na
wielosciany w przestrzeni trojwymiarowej.



Dowodd: w gruncie rzeczy indukcja

, F, 1 F,, wzdtuz wspolnego

boku, na ktorym jest k punktow kratowych (wliczajac konce).
Zatozmy, ze dla F i F, twierdzenie zachodzi.

Witedy, "oczywiscie”

N=N +N, +(k-2)
B=B, -(k-2)+B,-k=B+B,-2k+2

astad 2P =2P +2P = (2N +B,-2)+ (2N, +B,-2)
=B, +B,-2k+2+2N, + 2N, + 2k -2 - 4
=B +2N-2

(... Mozna tez odcinac€ wielokaty).



Krok indukciji to jednak nie wszystko...

Proste przypadki:




Dowodd, cd. | koncowka

e Dla prostokatow P o bokach
rownolegtych do osi wzor sie
zgadza (tatwe);

e Dla trojkgtow prostokatnych,
otrzymanych przez podziat
takich P przekatng - tez.

e Dla innych trojkatow - rowniez
(mozna dobudowac 2 lub 3
trojkaty prostokatne oraz ew.
maty prostokat i zrobiC duzy
prostokat).



Moraty na zakonczenie

e Ludzie sg rozni. Te sama rzecz kazdy widzi nieco inacze;.
e Co dwie gtowy, to nie jedna.

e Bywa, ze zadanie = czubek gory lodowej.

e Warto czasem przystangcC i rozejrzecC sie dookota.

e Matematyka i informatyka majg wiele wspolnego. Moga sie
nie tylko uzupetniac, ale takze wzajemnie wzbogacac.



