DOWODZENIE TWIERDZEN GEOMETRYCZNYCH
METODAMI GEOMETRII ANALITYCZNEJ

WSTEP

Niniejsze opracowanie jest przeznaczone przede wszystkim dla uczniow, ktérzy chea po-
szerzy¢ swoja wiedze zdobyta w szkole. Szczegdlnie jest ono adresowane do tych uczniow,
ktorzy chca przygotowac sie do startu w Olimpiadzie Matematycznej. Elementy geome-
trii analitycznej znajduja sie w programie liceum. Te podstawy geometrii analitycznej
przypomnimy na poczatku. W programie szkolnym zbyt malo uwagi poswieca si¢ wekto-
rom. Jest to pojecie bardzo wazne, majace liczne zastosowania. Uzycie wektoréow bardzo
uprodci wiele rozumowan w geometrii analitycznej. Dlatego poczatkows cze$é¢ opraco-
wania rozpoczniemy od przypomnienia podstawowych wtasnosci wektoréw, a nastepnie
zajmiemy sie tymi wlasnosciami wektoréw, o ktérych na ogédt w szkole sie nie méwi. Te
wtasnosci wykorzystamy nastepnie przy omawianiu rownan prostych.

Twierdzen geometrycznych mozna dowodzi¢ ré6znymi metodami. Uczniowie startujacy
w Olimpiadzie Matematycznej moga pozna¢ wiele pomystowych i oryginalnych rozwia-
zan takich zadan (mozna je znalezé w corocznych sprawozdaniach z Olimpiad, znaj-
dujacych sie na stronie internetowej Olimpiady). Rozwiazania analityczne na pewno
nie sg tak pomystowe i eleganckie jak wiekszos¢ prezentowanych tam rozwiazan. Sg to
natomiast rozwiazania w pewnym sensie rutynowe. W wyksztalceniu dobrego matema-
tyka geometria analityczna zajmuje wazne miejsce; jest to istotny fragment tzw. warsz-
tatu matematycznego, ktorego dobre przyswojenie jest jednym z koniecznych elementow
wszechstronnego wyksztalcenia matematycznego. Umiejetno$é dowodzenia twierdzen
geometrycznych metodami analitycznymi jest tak naprawde sprawdzianem opanowa-
nia tego warsztatu.

Caly tekst sktada si¢ z 6 czeSci. W pierwszej zaczynamy od przypomnienia podstawo-
wych pojeé i wzoréw z geometrii analitycznej ptaszczyzny. Czesé druga to krotki zbior
zadan ilustrujacych gtéwne pomysty stosowane w rozwigzywaniu zadan z geometrii ana-
litycznej. W czeSci trzeciej zamieszczamy rozwiazania tych zadan. W czwartej czeSci
pokazujemy kilka bardziej rozbudowanych zadan bedacych szczegdlnymi przypadkami
znanych i waznych twierdzen geometrycznych. W piatej czesci dowodzimy tych twier-
dzen w ogdlnosci. Wreszcie w czeSci szostej pokazujemy kilkanascie oryginalnych zadan
olimpijskich, ktére mozna rozwiaza¢ metodami geometrii analityczne;.



CZESC 1
PODSTAWOWE POJECIA GEOMETRII ANALITYCZNEJ

1.1. Wektory

Wektorem na ptlaszczyznie nazywamy pare uporzadkowang punktow. Pierwszy ele-
ment pary nazywamy poczatkiem wektora, drugi konncem. Wektor, ktoérego poczat-
kiem jest punkt A, a koncem punkt B, oznaczamy symbolem AB. Na rysunku wektory
przedstawiamy za pomoca strzalek:

B

A

Czesto wektory oznaczamy pogrubionymi matymi literami (ze strzatka u gory), np. @',
—

b, v.

Wektorem zerowym nazywamy Wektori;cérego poczatek i koniec pokrywaja sie.
Tak wiec dla dowolnego punktu A wektor AA jest wektorem zerowym. Wektor zerowy
bedziemy oznaczaé¢ symbolem o’.

Wektorem przeciwnym do wektora AB nazywamy wektor BA. Wektor przeciwny

do wektora @ oznaczamy symbolem —a’.

1.2. Wektory w ukladzie wspoélrzednych

Jedli wybierzemy uktad wspotrzednych na ptaszczyznie, to kazdemu wektorowi mozemy
przyporzadkowaé¢ dwie wspolrzedne. Wspolrzedne wektora AB otrzymujemy odejmu-
jac wspélrzedne poczatku wektora (czyli punktu A) od wspélrzednych jego konca (czyli
punktu B). W szczegélnosci @ = [0, 0].

yﬂ A ( )
= :L‘ N
7T LY1
zﬁ = [532—1,?/2 - yl]
y2 """"" [ 1
i B = (22,12)
Z‘Il :L’IQ .’L‘>

Jesli A= (z1,y1) oraz B = (x2,2), tOE = [952 —T1,Y2 — yl]'
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Moéwimy, ze wektory sa rowne, jesli maja jednakowe wspolrzedne.
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Na powyzszym rysunku:
A=(51), B=(10,4), C=(2,6) oraz D =(7,9).

Mamy zatem
—

AB =[10-5,4—1=1[5,3]=[7—2,9-6] =CD.
1.3. Dlugosé wektora

Dlugoscia wektora AD nazywamy dlugo$é¢ odcinka AB; oznaczamy ja symbolem }zﬁ ‘
Mamy zatem

jesli A = (x1,y1) oraz B = (x2,y2), to }ﬁ} = \/(scg —x1)% 4+ (y2 —y1)2.

lub inaczej

Hx,y” =z + 92

1.4. Dzialania na wektorach

Jedli mamy dane trzy punkty A, B i C' na plaszczyznie, to méwimy, ze wektor AC jest
suma wektorow AB iBC.

Y
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Mamy zatem

AC =[5 — 21, y3 — y1) = [(22 — 21) + (23 — 2), (Y2 — y1) + (3 — v2)].

Wspétrzedne sumy dwéch wektoréow otrzymujemy zatem dodajac odpowiednie wspol-
rzedne obu wektorow:

[a,b] + [c,d] = [a + ¢,b+ d].

Czasami méwimy, ze dodawanie wektoréow wykonujemy ,,po wspotrzednych”. Nietrudno
sprawdzi¢, ze tak okreslone dodawanie wektoréow jest identyczne ze znanym z fizyki
dodawaniem metoda réwnolegtoboku.

Wektory mozna tez mnozy¢ przez liczbe rzeczywista. Przypusémy, ze dany jest wektor
AB i dana jest liczba rzeczywista t. Wektor ¢ .AB definiujemy w nastepujacy sposob.

e Jedli t > 0, to na pélprostej AB znajdujemy taki punkt C, ze |AC| = t - |AB]|
1 przyjmujemy ¢ \AB =AC .
e Jesli t < 0, to na drugiej pétprostej o poczatku w punkcie A znajdujemy taki punkt
C, 7e |AC| = |t| - |AB| i przyjmujemy t - AB = AC .
AA

o Wreszcie, jedli ¢t = 0, to przyjmujemy t-AB =0 = A

Wektor t-a@ nazywamy iloczynem wektora @ przez liczbe rzeczywistg t. Na ponizszym

rysunku mamym —=2.AB oraz AD = (-2) .AB

5########14#####:3#####%

Zauwazmy, ze z przyjetej definicji iloczynu wektora przez liczbe wynika, ze
it-a'| =|t|-|a|
Nietrudno zauwazy¢, ze réwniez

(-1)-@ =-a.

Mnozenie wektora przez liczbe rzeczywista tez wykonujemy ,,po wspéirzednych”, tzn.
W nastepujacy sposob:
t- [z, y] = [ta, ty].
W szczegdlnosci
—lz,yl = (=1) - [z, 9] = [-z, —y]

oraz

[a,b] — [¢,d] = [a,b] + (—1) - [e,d] = [a — ¢, b —d].
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Jedli mamy dany wektor v = AB , to méwimy tez, ze punkt B powstal przez dodanie
wektora ¥ do punktu A:
B=A+7 =A+AB.

Jesli A = (z,y) oraz v = [a, b], to
B=A+7 = (z,y)+ [a,b] = (xr +a,y+ b).

Widzimy zatem, ze dodawanie wektora do punktu wykonujemy takze ,po wspotrzed-
nych”.

1.5. Wektory prostopadte

Moéwimy, ze wektory niezerowe AB iCD sq prostopadﬁ)wtedy i tylko wtedy, gdy
proste AB i C'D sa prostopadle. Piszemy wtedy AB 1 CD. Ponadto przyjmiemy, ze
wektor zerowy jest prostopadtly do kazdego wektora.

Chcemy znalezé teraz warunek konieczny i wystarczajacy na to, by wektory v = [a, b]
iw = [c,d] byly prostopadle. Wybierzmy zatem w uktadzie wspélrzednych trzy punkty

0=1(0,0, A=(ab), B=/(cd).

A

Y e e

Woéwezas OA = [a,b] = ¥ oraz OB = [c,d] = wW. Przypu$émy najpierw, ze oba
wektory ¥ 1 W sg niezerowe. Wowczas v L w wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat OAB
jest prostokatny (z katem prostym w wierzchotku O), czyli zgodnie z twierdzeniem
Pitagorasa wtedy i tylko wtedy, gdy |OA|?> + |OB|? = |AB|*. Mamy teraz

|OA|? = a® + V2,

|OB|? = ¢ + d?,

|AB|* = (c — a)* + (d — b).

A wiec
v1lwed++E+d? = (c—a)*+(d-b)?,
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czyli
TIiwead+b+E+d?=c2—2ac+a® +d? — 2bd + b2

Zatem
v 1L w & —2ac—2bd =0,

czyli ostatecznie
v 1lw < ac+bd=0.

Zauwazmy nastepnie, ze jeSli ktéry$ z wektorow ¥ 1 w jest wektorem zerowym, to
réwnosé ac+ bd = 0 tez jest spetniona. Stad wynika, ze dla dowolnych wektoréw mamy

nastepujacy warunek prostopadtosci

[a,b] L [c,d] < ac+ bd = 0.

Powyzszy warunek prostopadtosci wektoréw pozwala tatwo podaé przyktady wektorow
prostopadlych do danego wektora. Dla dowolnego wektora ©” = [a, b] nastepujace wek-
tory sg prostopadle do wektora v’:

wy = [~b,a] oraz ws = [b, —al.

Zauwazmy przy tym, ze te dwa wektory maja taka samg dlugos$é jak wektor ©°. Istnieja
tylko dwa wektory tej samej dlugoéci, prostopadle do wektora ©'. Mozna sie przekonad,
ze wektor w; powstaje przez obrét wektora © o 90° (wokdl poczatku) w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazdéwek zegara, a wektor Wy powstaje przez analogiczny obrot
w kierunku zgodnym z ruchem wskazoéwek zegara:

A

Y

w,

2

v




1.6. Wektory réwnolegte

Moéwimy, ze wektory niezerowe AB iCD sa rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy
proste AB i CD sa réwnolegle. Piszemy wtedy AB | CD. Ponadto przyjmiemy, ze
wektor zerowy jest rownolegly do kazdego wektora.

[a,b]
, np.

w = [c,d]. Niech w bedzie
= [—b, a]. Wowczas

Przypuéémy, ze mamy dane dwa wektory o

= i
dowolnym wektorem prostopadlym do wektora v w

7| W ew Lw,

czyli
v ||w s [=bal L[e,d] & —bc+ad =0 < ad = be.

Otrzymalismy zatem warunek réwnolegtosci wektoréw:
[a,b] || [¢,d] < ad = be.
Nietrudno zauwazy¢, ze jedli [c,d] =t - [a, b] dla pewnej liczby rzeczywistej ¢, to
[a, 0] || [¢, d].

Mamy bowiem wtedy
ad =a-tb=ta-b=bc.

Prawdziwe jest tez nastepujace wynikanie odwrotne: jesli [a, b] || [c, d] oraz [a, b] # [0, 0],
to istnieje taka liczba rzeczywista ¢, ze [c,d] = t - [a, b]. Jesli bowiem a # 0, to wystarczy
przyja¢ t = <; jesli natomiast a = 0, to b # 0 i wystarczy przyjac t = %. 7, zalozenia
wiemy, ze ad = be. Nietrudno sprawdzié¢, ze w obu przypadkach mamy [c,d] =t - [a, b].
Mamy zatem nastepujacy warunek rownolegtosci wektoréw:

vV |w e v =0 lub istnieje taka liczba rzeczywista t, ze w =t .

1.7. Iloczyn skalarny wektorow

Wprowadzamy nastepujace dziatanie na wektorach. Przypusémy, ze dane sa wektory
v = [a,b] i W = [c,d]. Woéwcezas definiujemy

[a,b] - [c,d] = ac + bd.

Nalezy zwroci¢é uwage na to, ze wynik tego dziatania nie jest wektorem; jest liczba
rzeczywista (skalarem). Stad nazwa dzialania: iloczyn skalarny wektoréw.

Za pomoca iloczynu skalarnego mozemy tatwo wyrazi¢ warunek prostopadtosci wekto-
réw:
v.1iwev--w=0.

7 tatwoscia sprawdzamy, ze iloczyn skalarny ma nastepujace wlasnosci.
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Dla dowolnych wektoréw o', v i w':

e T -W=w-7,

e v -0 =0,

eu - (V+w)=u -v+u- W,

e (t-v) w=v-(t-w)=t-(v - -w) dla dowolnej liczby rzeczywistej t,
e w szczegblnosci v - (—w) = — (U - W),

e T =7 -7 =T

Z czwartej wlasnosci wynika w szczegdlnosci, ze zapis t - © - w nie prowadzi do nie-
porozumien: kolejnos¢ wykonywania dziatan jest obojetna. Nalezy jednak zauwazy¢, ze
dziatanie iloczynu skalarnego dla trzech wektoréw na ogot nie jest taczne. Przypusémy
bowiem, ze mamy dane trzy wektory w, v i w. Wowczas iloczyn skalarny w - v jest
liczba rzeczywista, a wiec wektor (W - ¥") - w jest wektorem réwnoleglym do w'. Z dru-
giej strony, iloczyn skalarny ¥ -w tez jest liczba 1"ze(:zy\7xzist@7 a wiec wektor w - (V- W)
jest wektorem réwnolegtym do @w’. A wiec, jesli wektory w i w nie sg rownolegle, to na

pewno
@ 7)) wLw (T T)

Z powyzszych wlasnosci iloczynu skalarnego tatwo wynika nastepujaca réwnosé, przy-
pominajaca znany wzér skroconego mnozenia:

(T4+w)?=7+2-7 -w+w>

Mamy bowiem

(V+w)=(v+w) (v +W) =(v+W) v+ (V+W) W=
=T -V AHW - UV+V -WHW W =
=042 T W +W.
Podstawiajac nastepnie —w w miejsce W, otrzymujemy wzor

<

T -@W?=72-2.7 @+ @

1.8. Kat miedzy wektorami

Przypu$émy, ze mamy dane dwa wektory niezerowe ¥ i w zaczepione w jednym punkcie
(bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze tym punktem jest poczatek uktadu wspolrzed-
nych). Niech a bedzie katem miedzy tymi wektorami.

A

Y
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|
&l

S

v




Z twierdzenia cosinuséw otrzymujemy wtedy
o —w|* =)+ |w]? -2 |7 W] cosa.
7 drugiej strony
T -wPP=(T-w)?=7>-2-7 - w4+w’=|7*-27  -w + |w].
Otrzymujemy zatem rownosé
T2+ |@w|]* -2 |7 |@| cosa=|T|* -2 -w + |W|?,

czyli
—2- || - |[W]| - cosa =27 -w.

Po podzieleniu obu stron przez —2 - |v’| - |w| otrzymujemy wzér

T W
7| - [w|

COS &x =

7 tego wzoru wynikaja nastepujace wnioski:

e jesli v - w > 0, to kat « jest ostry,
e jedli v -w =0, to kat « jest prosty,
e jesli v -w <0, to kat « jest rozwarty.

1.9. Réwnanie prostej

Przypus$émy, ze mamy dany punkt A = (xg,yo) oraz wektor ¥ = [a,b] # [0, 0]. Niech
k bedzie prosta prostopadla do wektora @ i przechodzaca przez punkt A. Chcemy
wyznaczy¢ rownanie prostej k.

Zauwazmy, ze punkt P = (x,y) lezy na prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy wektory v
i AP sa prostopadle, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy ©° AP =0. Obliczmy ten iloczyn
skalarny. Mamy AP = [z — xg,y — yo] 1 wOwczas

T AP = la,b] - [x — x0,y — yo] = a(x — o) + b(y — yo) = ax + by — (azo + byo).

OtrzymaliSmy zatem réwnanie prostej k: punkt P = (x,y) lezy na prostej k wtedy
i tylko wtedy, gdy jego wspoéirzedne spetniaja réwnanie

ax + by — (azxy + byp) = 0,

czyli
ax + by = axy + byg.

Pokazalismy, ze kazda prosta ma réwnanie liniowe, tzn. postaci az+by = ¢ dla pewnych
liczb rzeczywistych a, b i ¢ (takich, ze [a, b] # [0, 0], tzn. takich, ze liczby a i b nie moga
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jednoczesnie by¢ réwne 0). Pokazemy teraz, ze kazde rownanie liniowe jest réwnaniem
pewnej prostej. Przypusémy zatem, ze mamy dane réwnanie ax + by = ¢ oraz liczby a
i b nie sa jednoczesnie réwne 0. Istnieja wéwcezas liczby zq 1 yo takie, ze axg + byg = c.
Jesli bowiem a # 0, to wystarczy przyjac yo = 0 oraz o = <. Jesli za$ b # 0, to mozemy
przyja¢ xo = 0 oraz yo = 7. Teraz dokladnie tak jak wyzej, pokazujemy, ze rGwnaniem
prostej prostopadlej do wektora © = [a,b] i przechodzacej przez punkt A = (xg,yo)
jest wladnie réwnanie ax + by = c.

Roéwnanie postaci ax + by = ¢ nazywamy réwnaniem ogolnym prostej. Czesto korzy-
stamy z tzw. rownania kierunkowego. Jesli w réwnaniu ogdélnym ax + by = ¢ mamy
b # 0, to mozemy wyznaczy¢ y:
a c
= ——r+—.
4 b a
Otrzymalidmy réwnanie postaci y = kx + [, gdzie k i | sa pewnymi liczbami rzeczy-
wistymi. Kazda prosta, z wyjatkiem prostych rownolegltych do osi Oy ma réwnanie tej
postaci. Proste réwnolegle do osi Oy maja natomiast réwnania postaci x = m, gdzie m

jest liczba rzeczywista.

Zauwazmy, ze prosta ma nieskonczenie wiele rownan. Rownanie ax + by = ¢ jest bowiem
rownowazne kazdemu réwnaniu atx + bty = ct dla t # 0. Zatem polecenie ,wyznacz
réwnanie prostej” nalezy rozumie¢ jako: ,,wyznacz ktorekolwiek rownanie prostej”.

1.10. Proste prostopadle i ré6wnolegte

Przypus$émy, ze mamy dane dwie proste k i [ o réwnaniach odpowiednio
ar+by=c oraz pr+4+qy=r.

Wiemy juz, ze prosta k jest prostopadta do wektora © = [a, b], a prosta [ jest prostopa-
dla do wektora w = [p, q]. Wéwczas proste k i [ sa prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy
wektory ¥ i W sy prostopadle. Podobnie, proste k i [ sa réwnolegle, gdy te wektory sa
réwnolegte. Mamy zatem

kllsap+0g=0

oraz
k|l < aq=bp.

Roéwnanie prostej réwnoleglej do prostej £ mozemy zatem zapisa¢ w postaci ax +by = d
dla pewnego d. Podobnie rownanie prostej prostopadlej do k mozemy zapisa¢ w postaci
bxr — ay = d dla dowolnego d.

W przypadku, gdy mamy dane réwnania kierunkowe obu prostych (np. prosta k ma
réwnanie y = ax + b, a prosta [ ma réwnanie y = cx + d), warunki prostopadlosci
i réwnoleglosci sa jeszcze prostsze. Mamy bowiem (szczegdly dowodu pozostawimy jako
¢wiczenie):

kllsac=-1,
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czyli ¢ = —1 oraz
a

Elll<a=c.
Jak widzimy, o kierunku prostej decyduje wspétczynnik stojacy przy x w réwnaniu kie-

runkowym. Dlatego ten wspélczynnik nazywamy wspoétczynnikiem kierunkowym.

1.11. R6éwnania parametryczne prostej i odcinka

Przypusémy, ze dany jest punkt A = (xg,yo) 1 wektor ©° = [a, b]. Wowczas wszystkie

punkty P = (z,y) postaci P = A+t- v, gdzie t jest dowolna liczba rzeczywista, tworza
prosta k réwnolegla do wektora ©° i przechodzaca przez punkt A. Wspélrzedne takich
punktow P sa opisane réwnaniami

{:c:a:0+ta,
Yy = yo + tb.

Roéwnania te, przedstawiane takze w postaci
(z,y) = (zo + ta, yo + tb)
nazywamy rownaniami parametrycznymi prostej.

W szczegblnodci mozemy w ten sposodb przedstawié¢ réwnania parametryczne prostej
AB. Przypu$émy zatem, ze

A= (z0,y0), B=(z1,51).
Definiujemy wektor ¥ wzorem

v =AB = [z1 — 7o, Y1 — Yol
Mamy wéwczas nastepujace rownania parametryczne prostej AB:

{m =xg + t(x1 — x0),
Y = Yo +t(y1 — Yo)-

Wartosci parametru t okreslaja réwniez potozenie punktu P = (x,y) na prostej AB:

jesli t > 1, to punkt P lezy na pélprostej AB za punktem B,
jeslit=1,to P =B,

jesli 0 < t < 1, to punkt P lezy na odcinku AB,
jeslit=0,to P= A,

jesli t < 0, to punkt P lezy na pélprostej BA za punktem A.

W szczegdlnosei, jesli t = %, to punkt P jest srodkiem odcinka AB. Nietrudne obliczenia

pokazuja, ze wtedy
p_ <900+331 yo+y1)

2 72
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Jesli0 < t < 1, to punkt P = A+ ¢-AB dzieli (wewnetrznie) odcinek A w stosunku
t:(1—t).

1.12. Réwnanie okregu

Przypus$émy, ze mamy dane: punkt S = (zg, yo) i liczbe rzeczywista r. Punkt P = (x,y)
lezy wéwczas na okregu o $rodku S i promieniu r wtedy i tylko wtedy, gdy |SP| = r,
czyli |[SP|? = r2. Te ostatnig réwnoéé mozna zapisaé w postaci réwnania

(z = z[0)® + (¥ — yo)* = 1.

To réwnanie nazywamy réwnaniem okregu (w postaci kanonicznej). Po otwarciu na-
wiaséw otrzymujemy réwnanie okregu w postaci ogélnej (rozwinietej):

a:2+y2—2x0w—2y0y+x%+y§—r20.

Zauwazmy, ze réwnanie okregu jest réwnaniem kwadratowym. Natomiast nie kazde
réwnanie kwadratowe jest rownaniem okregu. Warunkiem koniecznym jest to, by wspot-
czynniki przy z2 i y? byly réwne (po podzieleniu oby stro réwnania przez ten wspdlny
wspdélezynniki, dostaniemy wspélczynniki réwne 1) oraz by nie wystepowal wyraz zy.
Ten warunek konieczny nie jest jednak wystarczajacy. Zauwazmy, ze réwnanie

T4+24+y* +20+2y+2=0,

czyli
(z+1)°+(y+1)*=0

jest spelnione przez wspélrzedne tylko jednego punktu: (—1, —1). Z kolei réwnania

r4+2+1y°+20+2y+1=0,

czyli
(x+1)+(y+1)?=-1

nie spelniaja wspétrzedne zadnego punktu.

Rozstrzygniecie, jaka krzywa opisuje dowolne réwnanie kwadratowe, jest zagadnieniem
wykraczajacym poza program szkolny.
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CZESCII
ZBIOR ZADAN

Zadanie 2.1. Wyznacz koniec B odcinka AB, gdy dane sa: poczatek A = (—3,2)
i srodek S = (5,1) tego odcinka.

Zadanie 2.2. Znajdz réwnanie okregu o srodku w punkcie S = (2, 3) i promieniu r = 5.

Zadanie 2.3. Znajdz wspoélrzedne srodka i promien okregu o réwnaniu
224y + 20 —4dy+1=0.

Zadanie 2.4. Wyznacz rownanie symetralnej odcinka AB, ktorego konce maja wspot-

rzedne A = (2,4), B = (—1,3).

Zadanie 2.5. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A = (4,1) i pro-
stopadtej do prostej o rownaniu 2x —y 4+ 3 = 0.

Zadanie 2.6. Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkt A = (3,5) i réw-
noleglej do prostej o réwnaniu 2x +y — 5 = 0.

Zadanie 2.7. Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej AB i przechodzacej
przez punkt C, gdzie: A = (2,3), B=(-1,4), C = (3,1).

Zadanie 2.8. Wyznacz réwnanie prostej réwnoleglej do prostej AB i przechodzacej
przez punkt C, gdzie: A = (3,1), B = (5,2), C' = (6, 3).

Zadanie 2.9. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A = (5, 3) oraz
B =(-1,2).

Zadanie 2.10. Sprawdz, czy punkty A = (2,3), B = (3,—1) i C = (4,2) sa wsp6lli-
niowe.

Zadanie 2.11. Oblicz wspélrzedne rzutu prostokatnego punktu A = (—6,2) na prosta,
k o rownaniu 3z + 2y + 1 = 0.

Zadanie 2.12. Oblicz wspélrzedne punktu B symetrycznego do punktu A = (2,3)
wzgledem prostej k o réwnaniu 3z — by — 8 = 0.

Zadanie 2.13. Oblicz odleglo$¢ punktu A = (3, —3) od prostej k o réwnaniu z+2y = 7.

Zadanie 2.14. Wyznacz réwnania dwusiecznych katéow utworzonych przez proste k i [
o réwnaniach odpowiednio x — 8y +19=01i4x+ 7y —2 = 0.

Zadanie 2.15. Oblicz pole trojkata AABC, ktérego wierzchotki maja wspotrzedne:
A=(-2,2), B=(5-3),C =(6,6).
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Zadanie 2.16. Wyznacz réwnanie okregu o promieniu r = 5 i stycznego w punkcie
A = (2,—-1) do prostej k o réwnaniu 3x + 4y — 2 = 0. Ile jest takich okregbéw?

Zadanie 2.17. Wyznacz réwnanie okregu o srodku w punkcie S = (5, —2) i stycznego
do prostej k o rownaniu 4z +y = 1.

Zadanie 2.18. Znajdz réwnania stycznych poprowadzonych z punktu A = (—16, —2)
do okregu o réwnaniu (z — 9)? + (y — 3)% = 65.

Zadanie 2.19. Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A = (—7,2)
oraz B = (14, 23) i stycznego do prostej k o rownaniu z—2y = 8. Ile jest takich okregow?

Zadanie 2.20. Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt A = (8,7)
i stycznego do prostych k il o rownaniach odpowiednio z +y = —5 iz — 7y = —61. lle
jest takich okregow?

Zadanie 2.21. Znajdz wspélrzedne wierzchotkow trojkata, ktorego boki sa odcinkami
prostych o rownaniach 6x — 5y = —7, 3z + y = 14 oraz 3z + 8y = —14. Sprawdz, czy
ten trojkat jest ostrokatny, prostokatny czy rozwartokatny:

Zadanie 2.22. Znajdz wspolrzedne wierzchotkow trojkata, ktérego srodki bokéw maja
wspolrzedne: (—1,1), (3,2) i (1,—-2).

Zadanie 2.23. Znajdz wspolrzedne czwartego wierzchotka rownolegtoboku, jesli trzy
pozostale wierzcholki maja wspélrzedne: (1,2), (3,—1) 1 (5,0).

Zadanie 2.24. Znajdz wspolrzedne trzeciego i czwartego wierzchotka kwadratu, jesli
dwa wierzchotki maja wspélrzedne: (0,5) i (3,—1).

Zadanie 2.25. Sprawdz, czy odcinek AB przecina prosta k o réwnaniu 2x+3y —7 = 0,
gdzie: A= (1,-1)i B = (3,2).

Zadanie 2.26. Sprawdz, czy odcinki AB i C'D przecinaja sie, gdzie: A = (—4,—1),
B=(6,3),C=(509),D=(21).
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CZESC 111
ROZWIAZANIA ZADAN

Zadanie 2.1. Wyznacz koniec B odcinka AB, gdy dane sa: poczatek A = (—3,2)
i srodek S = (5,1) tego odcinka.

Rozwiazanie. Niech B = (z,y). Mamy wéwczas dwa réwnania:

-3 2

2 Y

skad dostajemy = = 13 i y = 0. Zatem B = (13,0).

Zadanie 2.2. Znajdz réwnanie okregu o srodku w punkcie S = (2, 3) i promieniu r = 5.

Rozwigzanie. Tym réwnaniem jest
(x—2)2+(y—3)? =25
lub w postaci rozwinietej

x? +y? —dx — 6y = 12.

Zadanie 2.3. Znajdz wspoélrzedne srodka i promien okregu o réwnaniu

2 2 _

T 4+y +2xr—4y+1=0.

Rozwigzanie. Doprowadzamy lewa strone réwnania do postaci kanonicznej:
Py 42 —dy+l=a422+1-14+9y> —dy+4—44+1=(xz+1)*+(y—2)* -4,
skad otrzymujemy réwnanie

(z+1)%+ (y—2)* =4
Srodkiem okregu jest punkt S = (—1,2), promien okregu jest réwny r = 2.

Zadanie 2.4. Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB, ktérego konice maja wspol-
rzedne A = (2,4), B = (—1,3).

Rozwigzanie. Jeden sposob polega na wyznaczeniu réwnania prostej prostopadiej do
wektora BA = 3,1] i przechodzacej przez érodek S = (3, 1) odcinka AB (por. zadanie
2.7). Tu pokazemy drugi sposéb. Punkt P = (z,y) lezy na symetralnej odcinka AB
wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednakowo oddalony od koncéw odcinka. Réwnowaznie:
punkt P lezy na symetralnej odcinka AB, gdy kwadraty odlegtoéci P od A i B sa réwne.

Stad otrzymujemy réwnanie
(2=2°+y -4 =(@+1)"+(y -3
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ktére doprowadzamy do postaci
3r +y =>5.

Zadanie 2.5. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A = (4,1) i pro-
stopadtej do prostej o rownaniu 2x —y 4+ 3 = 0.

Rozwigzanie. To rownanie ma postaé¢ x + 2y = d dla pewnego d. Liczbe d obliczamy
podstawiajac wspoélrzedne punktu A do otrzymanego réwnania:

44+2-1=d,
czyli d = 6. Otrzymujemy réwnanie x + 2y = 6.

Zadanie 2.6. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A = (3,5) i réw-
nolegtej do prostej o réwnaniu 2x +y — 5 = 0.

Rozwiazanie. Szukane réwnanie ma postac¢ 2z + y = d dla pewnego d. Tak jak w po-
przednim zadaniu, d obliczamy podstawiajac wspolrzedne punktu A do otrzymanego
réwnania. Ostatecznie otrzymamy réwnanie 2z + y = 11.

Zadanie 2.7. Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej AB i przechodzacej
przez punkt C, gdzie: A = (2,3), B=(-1,4), C = (3,1).

Rozwigzanie. Obliczamy wspotrzedne wektora BA , otrzymujac BA = [3, —1]. Réwna-
nie prostej prostopadtej do prostej AB ma zatem postaé¢ 3x —y = d dla pewnego d. Te
liczbe d obliczamy tak jak w poprzednich zadaniach, podstawiajac wspolrzedne punktu
C do otrzymanego réwnania. Ostatecznie dostajemy rownanie 3z — y = 8.

Zadanie 2.8. Wyznacz réwnanie prostej réwnoleglej do prostej AB i przechodzacej
przez punkt C, gdzie: A = (3,1), B = (5,2), C = (6, 3).

Rozwiazanie. Zaczynamy od wyznaczenia wektora AB, otrzymujac AB = [2,1]. Bie-
rzemy wektor [1, —2] prostopadly do wektora AB i znajdujemy postaé¢ ogdlna prostej

prostopadlej do tego wektora: x — 2y = d. Znéw obliczamy d podstawiajac wspolrzedne
punktu C' do otrzymanego rownania. W ten sposob otrzymujemy réownanie x — 2y = 0.

Zadanie 2.9. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A = (5,3) oraz
B=(-1,2).

Rozwiazanie. Tym razem mamy BA = [6,1]. Wektorem prostopadlym do AFB jest
np. wektor [1, —6]. Prosta prostopadla do tego ostatniego wektora ma réwnanie postaci
x — 6y = d i obliczamy d podstawiajac wspélrzedne punktu A (lub B). Otrzymujemy
réwnanie x — 6y = —13.

Zadanie 2.10. Sprawdz, czy punkty A = (2,3), B = (3,—1) i C = (4,2) sa wspolli-
niowe.

Rozwiazanie. Tak jak w poprzednim zadaniu wyznaczamy réwnanie prostej AB. Do-
stajemy réwnanie 4x + y = 11 i tatwo sprawdzamy, ze wspolrzedne punktu C nie
speliaja tego rownania. Punkty A, B i C nie sa zatem wspoéltliniowe.
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Mozemy tez zauwazy¢, ze punkty A, B i C sa wspolliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
wektory AB i AC sg réwnolegte. Jesli

A= (za,ya), B=(zp,yg) oraz C = (zc,yc),

to

Punkty A, B i C sg zatem wspdélliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy

(xp —7a)(yc —ya) = (xc — 2a)(YB — Ya)-

Zadanie 2.11. Oblicz wspélrzedne rzutu prostokatnego punktu A = (—6,2) na prosta
k o réwnaniu 3z + 2y + 1 = 0.

Rozwigzanie. Tak jak w zadaniu 2.5 wyznaczamy roéwnanie prostej prostopadlej do
prostej k i przechodzacej przez punkt A. Otrzymujemy réwnanie 2z — 3y = —18. Rzut
punktu A na prosta k jest punktem przeciecia tej prostopadlej z prosta k. Aby obliczy¢
wspolrzedne tego punktu przeciecia, rozwiazujemy uktad réwnan liniowych

20 — 3y = —18
3+ 2y = —1

Otrzymujemy = = —3 i y = 4, a wiec szukanym rzutem jest punkt (—3,4).

Zadanie 2.12. Oblicz wspélrzedne punktu B symetrycznego do punktu A = (2,3)
wzgledem prostej k o réwnaniu 3z — by — 8 = 0.

Rozwiazanie. Niech B = (z,y). Punkt B lezy na prostej prostopadlej do prostej k
i przechodzacej przez punkt A. Réwnanie tej prostopadlej wyznaczamy tak jak w po-
przednim zadaniu, otrzymujac 5x+3y = 19. Ponadto srodek odcinka AB lezy na prostej
k. Mamy zatem drugie réwnanie:

2 3
TEE 5 ¥ES g,

3
2 2

Po rozwiazaniu uktadu réwnan, dostajemy B = (5, —2).

Zadanie 2.13. Oblicz odleglo$¢ punktu A = (3, —3) od prostej k o réwnaniu z+2y = 7.

Rozwigzanie. Tak jak w zadaniu 2.11 obliczamy wspolrzedne rzutu punktu A na prosta
k. Otrzymujemy punkt B = (5, 1). Teraz wystarczy obliczy¢ odlegtosé punktéw A i B:

AB? = (5—3)%+ (1+3)* = 20,
czyli szukana odlegtoéé punktu A od prostej k wynosi 2v/5.

Wyprowadzimy teraz wzoér na odlegtos¢ punktu od prostej w ogélnym przypadku. Przy-
puéémy, ze dana jest prosta k o rownaniu ax +by+c = 01 punkt A = (zg, yo). Najpierw
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znajdujemy réwnanie prostej [ prostopadlej do prostej k i przechodzacej przez punkt A.
Otrzymamy réownanie bx — ay = bxy — ayg. Nastepnie rozwiazujemy uklad réwnan

{bx—ay = bxg — ayo
ax +by = —c

Otrzymujemy wspoéirzedne punktu B, bedacego rzutem prostokatnym punktu A na
prosta k:

B b3 — abyo — ac —abxg + a®yo — be
B a?+b> a? + b2 '

Nastepnie obliczamy wspotrzedne wektora AB:

r 72 2
B — _b Z0 a;ﬁ)gg; ac 2o, abxoa;l—fbgéo be 0} _
[b2z¢ — abyg — ac — a’xy — b2xy —abxg + a’yg — bc — ayo — by
- I a?+ b2 ’ a? + b2 } -
[ —abyy — ac — a?xy —abxy — be — b%yo
R ’ a2 + b2 } B
[ alazo +byo +c¢)  blaxg + byo + ¢)
:__ a2 + b2 ' a2 + b2 ]:
axo + byg + ¢
i UL

Wreszcie obliczamy dtugos¢ wektora AB:

axg + byg + ¢ lazg + byo + |
A§ =L 7" .\ a2+ b2 = .
‘ | a2+b2 a” + /a2+62

Dtugosé wektora AB jest wladnie szukana odlegloécia punktu A od prostej k. Zatem ta
odleglosé jest rowna
lazo + byo + |

Zadanie 2.14. Wyznacz réwnania dwusiecznych katéow utworzonych przez proste k i [
o réwnaniach odpowiednio x — 8y +19=01i4x+ 7y —2 = 0.

Rozwigzanie. Skorzystamy ze wzoru wyprowadzonego w rozwigzaniu poprzedniego
zadania. Punkt P = (z,y) lezy na dwusiecznej kata, jesli jest jednakowo oddalony od
ramion tego kata. Zatem réwnania dwusiecznych otrzymamy ze wzoru

|z — 8y + 19 |4z + Ty — 2|
V12 + 82 V42 172 ’

Poniewaz 12 4 82 = 42 + 72 = 65, wiec to réwnanie upraszcza sie do postaci

|z — 8y + 19| = [4x + Ty — 2|.
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Otrzymujemy zatem rownania dwu dwusiecznych. Dwusieczna m ma réwnanie:

r—8y+19=4x+7y—2, czyli x+5y=7

oraz dwusieczna n ma rownanie:
czyli bz —y=—17.

x—8y+19=—(4x + Ty — 2),

Dwusieczne te widzimy na rysunku:

1

l

1

1

1
1
1
1

n
Zwr6émy tu uwage na to, ze otrzymujemy réwnania obu dwusiecznych. Gdyby$my wiec
chcieli wyznaczy¢ np. réwnanie dwusiecznej kata w tréjkacie, to w ten sposob otrzyma-
libySmy dwa réwnania: rOwnanie interesujacej nas prostej zawierajacej dwusiecznag kata
wewnetrznego oraz rOwnanie prostej zawierajacej dwusieczne katéw zewnetrznych przy-
legtych do naszego kata wewnetrznego. Wybranie wlasciwej dwusiecznej wymagatoby
dodatkowych obliczen (np. rozstrzygniecia, ktéra prosta przecina przeciwlegty bok — tak
jak w zadaniu 2.25). Te dodatkowe trudnosci powoduja, ze zadania, w ktérych mamy
do czynienia z dwusiecznymi katow czesto wymagaja szczegdlnego potraktowania. Jed-
nym z pomystow stosowanych w takich zadaniach jest wybor dwusiecznej jako osi Ox;
ramiona kata sa symetryczne wzgledem tej osi i maja nastepujace réwnania kierunkowe:

dla pewnej liczby rzeczywistej k.
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Zadanie 2.15. Oblicz pole trojkata AABC, ktérego wierzchotki maja wspotrzedne:
A=(-2,2), B=(5-3),C =(6,6).

Rozwigzanie. Jeden sposob rozwiazania polega na obliczeniu odlegtoéci wierzchotka C'
od prostej AB. Ta odleglos¢ jest dlugoscia wysokosci opuszczonej z tego wierzchotka na
bok AB (lub jego przedluzenie). Jesli te odleglo$¢ oznaczymy litera d, to otrzymamy
wWzOr

Papc = % .|AB| - d.
W naszym zadaniu mamy
AB =[7,-5], |AB|=V7?+52 =74
Nastepnie tak jak w zadaniu 2.9 wyznaczamy rownanie prostej AB, otrzymujac
ox + Ty = 4.

Teraz korzystamy ze wzoru wyprowadzonego w zadaniu 2.13:

5-6+7-6-4] 68

d .
52 v 74
72
Ostatecznie ) 68
P = — - 74 T/ = 34.

Za pomocy tej metody mozemy wyprowadzi¢ wzor ogolny na pole trojkata. Niech
A= (za,ya), B=(zB,yB), C=(vc,yc)

Wobwcezas
E = [373 —ZTA,YB — yA]-

Réwnanie prostej AB ma postaé
(yB —ya)r — (B —xa)y = (YyB —ya)ra — (B — TA)YA,

czyli
(yp —ya)(@ —xa) — (w5 —2a)(y —ya) = 0.

Mamy zatem

1
Papc =5 -|AB|-d=

S a2 —— (s —ya)(@c —xa) — (x5 — wa)(yo —ya)l _
V(@ —14)2+ (yg — ya) N TR E T ETNE

N~ N

|y —ya)(wc —za) — (xp — 7a) (Yo — Yya)l-
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Popatrzmy na inny sposéb wyprowadzenia tego wzoru. Przypu$émy, ze mamy dane dwa
wektory
v =la,b] oraz W =|c,d]

i zaczepiamy je w jednym punkcie. Niech o bedzie katem utworzonym przez te wektory.

v

Pole tréjkata utworzonego przez te wektory wyraza sie wzorem

1
P = §~|W\'\W|-Sina.
Przypomnijmy wzor
—).m
cosa = .
v’ - [w|
Mamy zatem
= 2 =2 2 _ (= 2
Lo 2 (v-w) T w] - (@ w)?
sin“a =1 — cos a_1_|W|2-|W|2_ T2 52 =
(@4 0?)(* 4+ d?) — (ac+bd)*
v [w[? B
_ (a* + a®d® + b2 + b?d?) — (aPc® + 2abed + b2d?)
B v w2 B
_ a?d® +b*d* — 2abed  (ad — be)?
I L L N o E
Stad dostajemy
_ lad — bc|
sina = ~———-,
[V’ - ||
gdyz sina > 0. Pole trojkata jest zatem rowne
1 lad —bc| 1
P=-.17| |W|  ——= = = - |ad — bc|.
571 oo = 5 - lad = bel

Wielko$é ad — be juz znamy z warunku réwnoleglosci wektorow. Zatem wektory sa
réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy pole utworzonego przez nie ,trojkata” jest rowne
0.

Powracajac do naszego zadania, obliczamy:
1
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Zadanie 2.16. Wyznacz rownanie okregu o promieniu r = 5 i stycznego w punkcie
A = (2,—-1) do prostej k o réwnaniu 3x + 4y — 2 = 0. Ile jest takich okregbéw?
Rozwigzanie. Srodek szukanego okregu lezy na prostej prostopadlej do prostej k w od-

legtosci 5 od punktu A. Sa dwa takie punkty; na ponizszym rysunku oznaczone literami
BicC:

A

Y

/
/)

C<

Réwnanie prostej prostopadtej do prostej k i przechodzacej przez punkt A ma postaé

dr —3y=4-2—3-(=1),

czyli
dx — 3y = 11.
Mamy zatem uklad réwnan
4r — 3y =11
{(w -2+ (y+1)* =25

4x—11
3

7, pierwszego réwnania wyznaczamy y =
i przeksztalcamy otrzymane rownanie:

4z — 11 2
(:U—2)2—|—($3 +1) =25

4z — 11 2
(z—2)? + (M) — 925

podstawiamy do drugiego réwnania

3
(:c—2)2+<4x3_8) =95
@:—2)%(@) — 25
(m—2)2+1—96-(m—2)2:25,
== (x—2)* =25,
(x—2)2:9



Stad tatwo dostajemy x = 5 lub = —1. Mamy zatem dwa mozliwe srodki okregdw:
B=(5,3), C=(-1,-5).
Mamy zatem dwa mozliwe réwnania okregdw:
(z -5+ (y—3)°=25
oraz

(z+1)*+ (y+5)* = 25.

Zadanie 2.17. Wyznacz réwnanie okregu o $rodku w punkcie S = (5, —2) i stycznego
do prostej k o rownaniu 4o +y = 1.

Rozwigzanie. Promien r tego okregu jest rowny odleglosci punktu S od prostej k:

|45+ (—2) — 1] 17
r= = =V17.
V42 4+ 12 V17

Roéwnanie okregu ma zatem postac

(z—5)%+ (y+2)* = 17.

Zadanie 2.18. Znajdz réwnania stycznych poprowadzonych z punktu A = (—16, —2)
do okregu o réwnaniu (z — 9)? + (y — 3)? = 65.

Rozwigzanie. Nasz okrag ma érodek w punkcie O = (9,3) i ma promief v/65. Przy-
pusémy, ze B = (x,y) jest jednym z szukanych punktéw (sa dwa takie punkty; na po-
nizszym rysunku sa to B i C'). Poniewaz styczna jest prostopadta do promienia okregu
poprowadzonego do punktu stycznosci, wiec wektory AB iOB sa prostopadte.

yh

HV

=




Mamy zatem AB -OB = 0, czyli
[x+16,y+2] [z —9,y —3] =0.
To daje nam jedno réwnanie
(x+16)(z —9)+ (y +2)(y — 3) =0,

czyli po uproszczeniu
x4+ y? 4+ Tz —y = 150.

Drugim réwnaniem jest rownanie okregu:
2 +y? — 18z — 6y = —25.
Mamy zatem uktad réwnan:

{ 2?2+ y? +7r —y = 150
22 4+ y? — 182z — 6y = —25

Po odjeciu drugiego réwnania od pierwszego otrzymujemy rownanie liniowe

25x + 5y = 175,
czyli
or +y = 35.
Z tego réwnania wyznaczamy y = 35 — 5z i po podstawieniu do réwnania okregu,
otrzymujemy

(x —9)* + (32 — 5z)? = 65.

Po uproszczeniu otrzymujemy réwnanie kwadratowe

z® — 13z 4+ 40 = 0.
Ma ono dwa rozwiazania: x = 5 lub x = 8. Stad dostajemy dwa punkty stycznosci

B = (5,10), C =(8,-5).
Rownania stycznych znajdujemy teraz tak jak w zadaniu 2.9, otrzymujac
dr —Ty+50=0 oraz z+8y+32=0.

Zadanie 2.19. Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A = (—7,2)
oraz B = (14, 23) i stycznego do prostej k o réwnaniu z—2y = 8. Ile jest takich okregow?
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Rozwiazanie. Najpierw zauwazamy, ze srodek O = (x,y) szukanego okregu lezy na
symetralnej odcinka AB. Wyznaczymy réwnanie tej symetralnej metoda opisang w roz-
wigzaniu zadania 2.4. Otrzymujemy

(x =7+ (y—2)* = (z — 14)* + (y — 23)*.

Po uproszczeniu dostajemy rownanie z + 3y = 48. Nastepnie zauwazamy, ze odleglosé
punktu O od prostej k jest rowna odlegtosci O od punktu A. To daje nam réwnanie

|z —2y—8| _

NG Vi =72+ (y - 2)?,

czyli
— 2y — 8)?
—(:c g ) = (:U—7)2+(y—2)2.

Po podstawieniu x = 48 — 3y, otrzymamy réwnanie

(48 — 3y — 2y — 8)?
)

= (41 -y)* + (y - 2.
To réwnanie doprowadzamy do réwnania kwadratowego
y? — 34y + 273 =0,

ktoére ma dwa rozwigzania: y = 13 lub y = 21. Te rozwigzania daja dwa mozliwe $rodki
szukanych okregéw:

O=(9,13) oraz P =(-15,21).
Obliczamy nastepnie
|0A| = /222 + 192 = v/845

oraz

|PA| = /22 + 112 = V125.
Teraz mozemy juz zapisa¢ réwnania obu okregdw:
(z+15)% + (y — 21)* = 845

oraz

(z —9)% + (y — 13)* = 125.
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Oba te okregi zostaly narysowane na ponizszym rysunku:

A

Y

Zadanie 2.20. Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt A = (8,7)
i stycznego do prostych ki [ o rownaniach odpowiednio z+y = —51ix — 7y = —61. Ile
jest takich okregow?

Rozwigzanie. Srodek O = (z,y) szukanego okregu lezy na dwusiecznej kata wyznaczo-
nego przez proste k i [. Réwnania obu dwusiecznych katéw utworzonych przez te proste
wyznaczamy tak jak w zadaniu 2.14. Mamy réwnanie

|z + y + 5] B |z — Ty + 61|
V2 NG

Mnozymy obie strony tego réwnania przez /50, otrzymujac
5|z +y+5|=|z—Ty+61]
Mamy teraz dwa przypadki. Réwnanie pierwszej dwusiecznej ma postac
5(x4+y+5)=x—Ty+ 61,
czyli po uproszczeniu = + 3y = 9. Réwnanie drugiej dwusiecznej ma postaé
5(r+y+5)=—x+Ty— 61,
czyli 3x —y = —43.
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Zauwazamy nastepnie, ze odleglto$¢ punktu O od prostej k jest réwna odlegtosci punktow
O i A. To daje drugie réwnanie:

| 4+ y + 5 B

NG V(z—8)2+(y—17)2,

czyli
(z+y+5)?
2
Znéw rozpatrujemy dwa przypadki. W pierwszym wyznaczamy x z réwnania pierwszej

dwusiecznej: * = 9 — 3y. Te wartos¢ z podstawiamy do otrzymanego przed chwilag
réwnania:

= (x—8)*+ (y—"7)~%

(9—-3y+y+5)?
2

Po uproszczeniu otrzymujemy réwnanie kwadratowe

=(9—-3y—8)%+ (y—17)>

y? 4y —6=0.
Ma ono dwa rozwiazania: y = —3 lub y = 2 i w ten sposéb otrzymujemy dwa mozliwe

srodki okregdw:
O =(18,-3) oraz P =(3,2).

Rownania obu okregéw majg postac:
(x —18)> 4+ (y +3)* =200 oraz (x—3)?+ (y—2)* = 50.
Okregi te zostaly narysowane na ponizszym rysunku:

yA

aV
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W drugim przypadku wyznaczamy y z rownania drugiej dwusiecznej: y = 3x + 43. Po
podstawieniu tej wartosci y do réwnania

5 2
W = (- 8%+ (y—T7)?
otrzymujemy réwnanie
(r + 3x + 43 + 5)? 9 5
5 =(z—8)"+ 3z +43-17)".

Po uproszczeniu otrzymujemy réwnanie sprzeczne. Zadanie ma zatem dwa znalezione
wczedniej rozwiazania.

Zadanie 2.21. Znajdz wspolrzedne wierzchotkéw trojkata, ktorego boki sa odcinkami
prostych o rownaniach 3z + 8y = —14, 6x — by = —7 oraz 3z + y = 14. Sprawdz, czy
ten trojkat jest ostrokatny, prostokatny czy rozwartokatny:

Rozwigzanie. Wspoélrzedne wierzchotkéw tréjkata obliczamy rozwiazujac trzy uktady
réwnan:

3r+y =14 6x — 5y = —7 3r+y =14

6r — by = —7 3z +y =14 3r+8y =—14

Otrzymujemy
A=(-2,—-1), B=(3,5), C=(6,-4).

Nastepnie obliczamy

|AB|> =61, |BC|* =90, |AC|*="73.
Wrynika stad, ze bok BC jest najdtuzszy. Poniewaz | BC|? < |AB|?+|AC|?, wiec z twier-
dzenia cosinuséw latwo wynika, ze kat A jest ostry; zatem trojkat ABC' jest ostrokatny.

Inny sposéb rozstrzygniecia, czy katy trojkata sa ostre, polega na zastosowaniu iloczynu
skalarnego. Na przyktad,

AB =[5,6], AC =[8,-3],

skad dostajemy
AB-AC =5-8-6-3=22>0,

a wiec kat A jest ostry.

Zadanie 2.22. Znajdz wspoétrzedne wierzchotkow trojkata, ktérego srodki bokéw maja
wspolrzedne: (3,2), (—1,1) i (1,—2).
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Rozwiazanie. Niech K = (3,2), L = (—1,1) i M = (1, —2) beda $rodkami bokéw BC,
AC i AB tréjkata ABC.

A
Y
C
K
L
—>
B
M
A

Wéwcezas .
A=M+KL =(1,-2)+[-4,—-1] = (-3,-3),

B=M+LEK =(1,-2) +[4,1] = (5, 1),

C=K+ML = (3,2)+[-2,3] = (1,5).
Mozna réwniez zauwazy¢, ze np. proste AB i KL sa rownolegle, i w ten sposob wyzna-
czy¢ rownanie prostej AB. W podobny sposéb wyznaczamy réwnania prostych zawiera-

jacych pozostate boki. Po rozwiazaniu trzech uktadéw réwnan, dostajemy wspotrzedne
wierzchotkéw. Metoda wektorowa jest zdecydowanie prostsza.

Zadanie 2.23. Znajdz wspoélrzedne czwartego wierzchotka réwnolegtoboku, jesli trzy
pozostale wierzcholki maja wspélrzedne: (1,2), (3,—1) 1 (5,0).

Rozwiazanie. Niech A = (1,2), B = (3,—1) i C = (5,0). Istnieja trzy rozwiazania. Sa
nimi punkty D, E'i F.

v

F

Otrzymujemy trzy réwnolegloboki: ABCD, AEBC' i ABFC. Wspélrzedne punktéw D,
FE i F obliczamy tak jak w poprzednim zadaniu:

D=A+BC =(1,2)+[2,1] = (3,3),
E=A+CB =(1,2)+[-2,—1] = (-1,1),
F=B+AC = (3,—1)+ [4,-2] = (7,-3).
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Zadanie 2.24. Znajdz wspolrzedne trzeciego i czwartego wierzchotka kwadratu, jesli
dwa wierzchotki maja wspoétrzedne: (0,5) 1 (3, —1).

Rozwiagzanie. Niech A = (0,5) i B = (3,—1). Mamy dwa przypadki. W pierwszym
punkty A i B sa kolejnymi wierzcholkami kwadratu (czyli sa koncami jednego boku).
Mamy wtedy dwa rozwiazania; szukanymi wierzchotkami sa C'i D (i mamy kwadrat
ABCD) lub E' i F (i tym razem mamy kwadrat ABEF). W drugim punkty A i B
sa przeciwleglymi wierzchotkami kwadratu (czyli sa koncami przekatnej). Wtedy mamy
kwadrat AH BG.

v

E

Obliczanie wspotrzednych szukanych punktéw rozpoczynamy od wyznaczenia wektora
AB
AB =[2-0,-1-5]=2,—6].

Nastepnie zauwazamy, ze wektor AD owstaje przez obrot wektora AB o 90° przeciwnie
do ruchu wskazdwek zegara; zatem AD = [6, 2]. Podobnie wektor AF powstaje z wektora
AB przez obrét 0 90° zgodniem z ruchem wskazéwek zegara; zatem AF = [—6, —2]. Stad

otrzymujemy
D =A+AD = (0,5)+[6,2] = (6,7),
F=A+AF = (0,5) + [-6,—2] = (=6,3),
C=B+AD =(2,-1)+[6,2] = (2, —1),
E=B+AF =(2,—1)+[—6,-2] = (—4,-3).

Wreszcie zauwazamy, ze punkty G' i H sa $rodkami odcinkéw AC i AF; stad G = (4, 3)
oraz H = (—2,1).

Wspélrzedne wierzchotkéw G i H mozna tez obliczy¢ inaczej. Niech M bedzie srodk1em
odcinka AB. Wtedy wektory M G iMH powstaja przez obrot wektorow M BiMA
0 90° przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Stad dostajemy

G=M+MG oraz H=M-+MEH.

Zadanie 2.25. Sprawdz, czy odcinek AB przecina prosta k o réwnaniu 2z +3y —7 = 0,
gdzie: A= (1,—-1)1 B = (3,2).
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Rozwiazanie. Poniewaz AB = [2, 3], wiec punkty prostej AB sa opisane réwnaniami
parametrycznymi

A+t-AB = (1,-1)+t-[2,3] = (2t + 1,3t — 1).

Sprawdzamy, dla jakiej warto$ci parametru ¢t punkt prostej AB lezy na prostej k. W tym
celu wspétrzedne punktu (2t 4+ 1,3t — 1) podstawiamy do réwnania prostej k:

22t +1)+3(3t—1)+7=0,

czyli 13t = —6. To réwnanie ma rozwiazanie t = —1%. Poniewaz t < 0, wiec punkt
przeciecia nie lezy wewnatrz odcinka AB; lezy na polprostej BA poza punktem A.

Zadanie 2.26. Sprawdz, czy odcinki AB i CD przecinaja sie, gdzie: A = (—4,—1),
B=(6,3),C=(59),D=(2,1).
Rozwigzanie. Poniewaz AD = [10, 4] oraz CD = [—3, —8], wiec punkty prostych AB
i C'D sa opisywane rownaniami parametrycznymi:
A+t-AB = (—4,-1)+t-[10,4] = (10t — 4,4t — 1)

oraz .

C+s-CD=(59)+s-[-3,-8 =(—3s+5,—-85+9),
gdzie t i s sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Sprawdzamy, dla jakich wartosci t i s

te punkty sie pokrywaja. Mamy wowczas

(10t — 4,4t — 1) = (—3s+ 5, —8s +9),

czyli
{1015—4 =-35+5
44 —1=—-8s+9
Ten uktad réwnan ma doktadnie jedno rozwigzanie: t = 3_411 is = }—g. Zatem punkt

o wspdétrzednych

21 21 37 25
(10-3—4—4,4-ﬁ—1) = (1—7,1—7>

jest punktem wspolnym prostych AB i C'D. Poniewaz 0 <t < 1 oraz 0 < s < 1, wiec
ten punkt przeciecia lezy wewnatrz obu odcinkdow.

Jesli punkt przeciecia oznaczymy litera P, to AP = 3_411 .AB , skad wynika, ze punkt P

dzieli odcinek AB w stosunku 21 : 13. podobnie mozemy stwierdzi¢, ze punkt P dzieli
odcinek C'D w stosunku 16 : 1.
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CZESC 1V
PRZYPADKI SZCZEGOLNE TWIERDZEN GEOMETRYCZNYCH

4.1. Ortocentrum trdjkata

Zadanie 4.1. Dany jest tréojkat ABC, w ktéorym A = (—3,-5), B = (13,7) oraz
C = (—8,10). Punkty D, E i F' sa odpowiednio rzutami wierzchotkéw A, B i C' tréjkata
na proste zawierajace przeciwleglte boki. Punkt H jest punktem przeciecia prostych AD
i BE.

1. Wyznacz réownania prostych AD, BE i C'F.

2. Oblicz wspoétrzedne punktow D, E i F.

3. Oblicz wspoélrzedne punktu H.

4. Sprawdz, ze punkt H lezy na prostej C'F.
Uwaga. Zadanie to jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia moéwiacego, ze proste
zawierajace wysokosci tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie. Ten punkt nazywamy

ortocentrum tréjkata. To twierdzenie udowodnimy w nastepnej czeSci.

Rozwigzanie.

1. Wyznaczymy najpierw rownanie prostej AD. Ta prosta jest prostopadta do wektora
BC'. Poniewaz

BC =[-8-13,10— 7] = [-21,3] = (-=3) - [7, —1],
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wiec rownanie prostej AD ma postac¢ 7x—y = c dla pewnego c. Liczbe ¢ wyznaczamy
podstawiajac do réwnania wspélrzedne punktu A:

c=7-(-3)—(-5)=-21+5=—16.
Prosta AD ma zatem réwnanie 7z —y = —16.
Podobnie prosta BE jest prostopadta do wektora
CA=[-3—(-8),-5—10]=1[5,—15] =5-[1,-3].

Ma zatem réwnanie postaci  — 3y = c. Liczbe ¢ wyznaczamy podobnie; tym razem
podstawiajac wspolrzedne punktu B. Otrzymujemy

c=13-3-7=-8.
Prosta BE ma zatem réwnanie x — 3y = —8.
Wreszcie prosta C'F jest prostopadta do wektora
AB =[13 - (=3),7— (=5)] = [16,12] = 4 - [4,3].

Ma zatem réwnanie postaci 4x + 3y = c. Liczbe ¢ obliczamy w podobny sposob,
otrzymujac ¢ = —2. Ostatecznie otrzymujemy réwnanie prostej C'F: 4x 4 3y = —2.

2. Zaczynamy od wyznaczenia rownania prostej BC'. Jest ona prostopadta do prostej
AD; ma zatem réwnanie postaci x + Ty = d dla pewnego d. Liczbe d wyznaczamy
podstawiajac do otrzymanego rownania wspoélrzedne np. punktu B:

d=134+7-7T=13+49 = 62.

Prosta BC' ma zatem réwnanie x + 7y = 62.

Wspbétrzedne punktu D obliczamy rozwiazujac uktad réwnan
Tr—y = —16
{m + Ty =62
Otrzymujemy D = (—1,9).

Postepujac w podobny sposéb (szczegdly obliczen znéw pozostawiamy jako ¢wicze-
nie), otrzymujemy
E =(-5,1) oraz F =(1,-2).

3. Wspodlrzedne punktu H otrzymujemy rozwiazujac uktad réwnan
Tx —y =—16
{m —3y = -8
(sa to réwnania prostych AD i BE). Otrzymujemy H = (—2,2).
4. Podstawiamy wspotrzedne punktu H do réwnania prostej C'F":
L=4r+3y=4-(-2)+3-2=-8+46=-2=P,
co dowodzi, ze punkt H lezy na prostej C'F'.

Wykazaliémy zatem, ze proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym punkcie (orto-
centrum) H = (—2,2).
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4.2. Srodek ciezkoéci tréjkata

Zadanie 4.2. Dany jest trojkat ABC, w ktorym A = (=9,—4), B = (21,2) oraz
C = (—3,14). Punkty K, L i M sa odpowiednio $rodkami bokéw BC, AC'i AB. Punkt
S jest punktem przeciecia prostych AK i BL.

Wyznacz wspoétrzedne punktéow K, L i M.
Wyznacz réwnania prostych AK, BL i CM.
Wyznacz wspoétrzedne punktu S.

Sprawdz, ze punkt S lezy na prostej CM.
Wykaz, e AS = % -A‘I?,B—S)z % .BL oraz CS = % .OM .

LAl o A

Uwaga. To zadanie jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia méwiacego, ze sSrodkowe
trojkata przecinaja sie w jednym punkcie. Ten punkt nazywamy Srodkiem ciezkoSci
tréjkata. Ponadto srodek ciezkosci dzieli kazda $rodkowa w stosunku 2 : 1 (odcinek
od wierzchotka do srodka cigzkosci jest dwa razy dtuzszy od odcinka taczacego srodek
ciezkosci ze Srodkiem boku). To twierdzenie udowodnimy w nastepnej czesci.

Rozwigzanie.

B = (13,7)

H"

1. Wspélrzednymi srodka odcinka sa S$rednie arytmetyczne wspoélrzednych koncéw

tego odcinka:
214+ (-3) 2+ 14
K:( + ( ), + ):(9,8),

2 2
94 (=3) —4+14
(B =) — oo
—9+21 —4+2
M= (22 2 6.
2 2
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2. Wyznaczamy najpierw rownanie prostej AK. Mamy
AK =1[9—(—9),8 — (—4)] =[18,12] =6 [3,2].

Zatem wektor v = [2, —3] jest prostopadly do wektora AK . Réwnanie prostej AK

ma zatem postacé
v [z —(=9),y — (-4)] =0,

czyli
[27_3] ’ [$+9,y+4] =0,
czyli
204+ 18 =3y — 12 =0.
Ostatecznie otrzymujemy réwnanie 2x — 3y = —6.

W podobny sposéb otrzymujemy réwnania dwoch pozostatych prostych:

BL: z+9y =39,
CM: bx+3y=27.

3. Wspodlrzedne punktu S obliczamy rozwiazujac uktad réwnan

20 — 3y = —6
z+ 9y =39

Otrzymujemy S = (3,4).
4. Wspoétrzedne punktu S podstawiamy do réwnania prostej C'M:

L=5x+3y=5-3+3-4=15+12=27=P.

5. Mamy kolejno:

AK =[18,12],

BL = [-27,3],

CM =9, -15],

AS =[12,8] = ; - [18,12] = ; AK,
BS =[-18,2] = ; [-27,3] = g .BL,
CS =[6,-10] = % .19, —15] = % .CM.
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4.3. Okrag opisany na tréjkacie

Zadanie 4.3. Dany jest tréjkat ABC, w ktéorym A = (—-2,-3), B = (9,8) oraz
C = (1,12). Punkty K, L i M sa odpowiednio $rodkami bokéw BC, AC' i AB.

1. Wyznacz wspotrzedne punktéw K, L i M.

2. Wyznacz réwnania symetralnych bokow tréjkata ABC.

3. Punkt O jest punktem przeciecia symetralnych bokéw BC i AC. Oblicz wspdl-
rzedne punktu O.

4. Sprawdz, ze punkt O lezy na symetralnej boku AB.

5. Oblicz odlegloéci punktu O od wierzchotkéw tréjkata ABC.

6. Napisz rownanie okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Uwaga. To zadanie jest szczegélnym przypadkiem twierdzenia méwiacego, ze syme-
tralne trzech bokéw tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie. Ten punkt jest jedna-
kowo oddalony od wierzcholtkéw trojkata, jest zatem Srodkiem okregu opisanego na
trojkacie. To twierdzenie udowodnimy w nastepnej czesci.

Rozwigzanie.
yl

A= (—2,-3)

1. Wspélrzednymi srodka odcinka sa $rednie arytmetyczne wspoélrzednych koncéw
tego odcinka:

941 8412
K=|—— = (5,10
(5252 =6

241 -3+12
L:( 92 ? 92 >:(_%’%)’
—2+9 -3+8

2. Wyznaczymy najpierw rownanie symetralnej odcinka BC'. Jest ona prostopadta do
wektora BC'. Poniewaz

BC =[-8,4] = (—4) - [2,-1],
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wiec réwnanie tej symetralnej ma postaé¢ 2z — y = c dla pewnego c. Liczbe ¢
obliczymy podstawiajac do tego réwnania wspotrzedne punktu K:

c=2-5-10=0.

Zatem rownanie symetralnej odcinka BC' ma posta¢ 2x — y = 0. Podobnie znaj-
dujemy AC = [3,15] = 3 - [1, 5], wiec réwnanie symetralnej odcinka AC' ma postaé
x + 5y = c. Tym razem podstawiamy do rownania wspotrzedne punktu L, otrzy-
mujac ¢ = 22. Zatem réwnanie symetralnej odcinka AC' ma postaé¢ z + by = 22.
Wreszcie AB = [11,11] = 11-[1, 1], czyli r6wnanie symetralnej boku AB ma postaé
x + y = c. Podstawiajac do tego réwnania wspélrzedne punktu M, otrzymujemy
¢ = 6. Zatem réwnanie symetralnej odcinka AB ma posta¢ xz + y = 6.

. Wspoélrzedne punktu O obliczamy rozwigzujac uktad réwnan

2¢ —y =0
T+ 5y =22

Otrzymujemy O = (2,4).

. Sprawdzamy, ze wspotrzedne punktu O spelniajg réwnanie symetralnej boku AB:

L=x+y=24+4=6=P.

. Obliczamy kwadraty odlegtoéci punktu O od wierzchotkéw tréojkata:

I0A]? = (2+42)% + (4+3)2 = 4% + 7% = 16 + 49 = 65,
IOB]2=(2—-9)%+ (4—8)2 = (=7)% + (—4)% = 49 + 16 = 65,
0CP = (2-1)2 +(4—-12)2 =12 + (-8)2 = 1 + 64 = 65.

Zatem |OA| = |OB| = |OC| = V/65.

. Okrag opisany na tréjkacie ABC ma $rodek w punkcie O = (2,4) i promien réwny
v/65. Réwnanie tego okregu ma zatem postac

(z —2)% + (y — 4)* = 65.
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4.4. Prosta Eulera

Zadanie 4.4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym A = (7,—12), B = (31,36) oraz
C = (—23,18). Punkty D, E i F sa rzutami wierzchotkéw A, B i C tréjkata na proste
zwierajace przeciwlegte boki. Proste AD i BE przecinaja sie w punkcie H. Punkty K,
L i M sa odpowiednio srodkami bokéw BC, AC' i AB. Proste AK i BL przecinaja si¢
w punkcie S. Symetralne bokéw BC' i AC przecinaja sie w punkcie O.

Wyznacz réwnania prostych AD i BE.

Oblicz wspotrzedne punktu H.

Wyznacz réwnania prostych AK i BL.

Oblicz wspotrzedne punktu S.

Wyznacz réwnania symetralnych bokéw BC i AC.
Oblicz wspotrzedne punktu O.

Wyznacz réwnanie prostej OH.

NS oR W

Wykaz, ze punkt S lezy na prostej OH i dzieli odcinek O H wewnetrznie w stosunku
1:2 (tzn. 2-|0S| = |SH]).

Uwaga. To zadanie jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia méwiacego, ze w troj-
kacie ortocentrum H, Srodek ciezkosci S i srodek O okregu opisanego sa wspotliniowe
oraz punkt S dzieli wewnetrznie odcinek OH w stosunku 1 : 2 (tzn. 2 -|0S| = |SH]|).
Prosta OH nazywamy prosta Eulera dla tréjkata ABC. To twierdzenie udowodnimy
W nastepnej czesci.

Rozwigzanie.
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. Zauwazmy, ze BC = [—54,18] = (—18) - [3,1]. Zatem prosta AD ma réwnanie
postaci 3z + y = ¢, gdzie ¢ wyznaczamy podstawiajac wspétrzedne punktu A.
Otrzymujemy réwnanie 3z-+y = 9. Nastepnie AC = [—30,30] = (—30)-[1, —1], wiec
prosta BE ma réwnanie postaci © —y = ¢. Tym razem obliczamy ¢ podstawiajac
wspoélrzedne punktu B. Otrzymujemy réownanie x —y = —5.

. Wspoélrzedne punktu H znajdujemy rozwiazujac uktad réwnan

3xr+y =9
rT—1y=-—5

Otrzymujemy H = (1,6).
. Najpierw obliczamy wspotrzedne punktéw K i L:

31— 23 36+ 18
K:( — ; >:(4,27),

7T—23 —12418
L= = (-8,3).
(52225 - oo

Teraz AK = [—3,39] = (=3) - [1, —13]. Zatem wektor [13,1] jest prostopadly do
prostej AK. Stad wynika, ze réwnanie prostej AK ma postaé¢ 13z +y = ¢. Wartosé
¢ obliczamy podstawiajac do tego réwnania wspolrzedne punktu A; otrzymujemy
¢ =179. Zatem prosta AK ma réwnanie 13z + y = 79.

Nastepnie BL = [—39, —33] = (—3) - [13, 11], a wiec wektor [11, —13] jest prostopa-
dty do prostej BL. Ta prosta ma zatem réwnanie postaci 11x — 13y = ¢, przy czym
c obliczamy podstawiajac do tego réwnania wspélrzedne punktu B. Ostatecznie
otrzymujemy réownanie 11x — 13y = —127.

. Wspélrzedne punktu S otrzymujemy rozwiazujac uktad réwnan

1324y =79
11z — 13y = —127

Dostajemy S = (5,14).

. Poniewaz BC = (—18) - [3,1], wiec symetralna odcinka BC' ma réwnanie postaci
3r 4+ y = c. Tym razem obliczamy c podstawiajac do tego réwnania wspoirzedne
punktu K. Otrzymujemy réwnanie 3x + y = 39. Nastepnie AC = (=30) - [1,—1],
wiec rownanie symetralnej boku AC ma posta¢ x — y = ¢. Wartosé ¢ obliczamy
podstawiajac do tego rownania wspolrzedne punktu L; ostatecznie otrzymujemy
rOwnanie r —y = —11.

. Wspélrzedne punktu O znajdujemy rozwiazujac uktad réwnan

3x+y =39
r—y=—11

Dostajemy O = (7, 18).
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7. Poniewaz OH = [—6,—12] = (—6) - [1, 2], wiec wektor [2, —1] jest prostopadly do
prostej OH. Ma ona zatem réwnanie postaci 2x — y = ¢, przy czym c obliczamy
podstawiajac do tego rownania wspolrzedne punktu O. Ostatecznie otrzymujemy
rOwnanie 2z —y = —4.

8. Sprawdzamy, ze wspolrzedne punktu S spelniajg réwnanie prostej OH:
L=2x—y=2-5—-14=10—-14=—-4=P.
Wreszcie zauwazmy, ze
HS =[4,8] =2-[2,4],
SO =[2,4].

Zatem

HS =2-50,

co dowodzi, ze punkt S dzieli (wewnetrznie) odcinek HO w stosunku 2 : 1.

Uwaga. Oczywiscie rownosé HS = 2-50 dowodzi takze, ze punkty H, S i O sa
wspotliniowe.
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4.5. Okrag dziewieciu punktow
Zadanie 4.5. Dany jest trojkat ABC, w ktorym A = (—4,-7), B = (12,1) oraz
C = (2,11). Punkty D, E i F sa rzutami wierzchotkow A, B i C trojkata na proste
zwierajace przeciwlegle boki. Punkt H jest ortocentrum tréjkata ABC. Punkty K, L
i M sa odpowiednio srodkami bokéw BC, AC'i AB. Punkty T, V i W sa odpowiednio
srodkami odcinkéw AH, BH i CH.

1. Oblicz wspoétrzedne punktéw D, E i F.

2. Oblicz wspolrzedne punktu H.

Oblicz wspotrzedne punktow K, L i M.

Oblicz wspotrzedne punktow 7', Vi W.

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie DEF'.

AN ol o

Wykaz, ze punkty K, L, M, T, V i W leza na okregu opisanym na tréjkacie DEF'.

Uwaga. To zadanie jest szczegdélnym przypadkiem twierdzenia méwiacego, ze w troj-
kacie ABC' rzuty wierzchotkéw na proste zawierajace przeciwlegle boki, érodki bokéw
i érodki odcinkow taczacych wierzchotki z ortocentrum leza na jednym okregu. Ten
okrag nazywamy okregiem dziewieciu punktéw (lub okregiem Feuerbacha) dla
trojkata ABC. To twierdzenie udowodnimy w nastepnej czesci.

Rozwigzanie.
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. Najpierw zauwazamy, 2e BC = [—10,10] = 10-[—1, 1]. Stad tatwo wynika, ze prosta
BC ma réwnanie x+y = 13 oraz ze prosta AD ma rownanie x —y = 3. Rozwiazujac
uktad zlozony z tych dwoch réwnan, otrzymujemy D = (8,5). W podobny sposéb
znajdujemy F = (0,5) i F' = (8,—1).

. Wiemy juz, ze prosta AD ma réwnanie  — y = 3. W podobny sposéb znajdujemy
rOwnanie prostej BE: x 4+ 3y = 15. Z tych dwéch réwnan obliczamy wspotrzedne
punktu H = (6, 3).

. Mamy K = (142, 1£11) = (7,6) i podobnie L = (—1,2) oraz M = (4, -3).

. Tym razem T = (=48, =Tt3) — (1, -2) i podobnie V = (9,2) oraz W = (4, 7).

. Zauwazamy, ze punkty D i E leza na prostej rownoleglej do osi Ox; symetralna
odcinka DFE ma zatem réwnanie x = 4. Podobnie symetralna odcinka DF ma
rownanie y = 2. Stad wynika, ze Srodkiem okregu opisanego na trojkacie DEF jest
punkt P = (4,2). Promien tego okregu jest réwny

|PD| = /42 + 32 =5.
Roéwnanie okregu opisanego na tréjkacie DEF ma wiec postaé
(z—4)° + (y — 2)? = 25.

. Sprawdzenie, ze wspolrzedne wymienionych szesciu punktow spetniaja otrzymane
rownanie okregu, jest bardzo tatwe. Na przyktad dla punktu 7" mamy

(1—4)2+(-2—-2)* =32 +4>=25.
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4.6. Prosta Simsona
Zadanie 4.6. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym A = (—16,—10), B = (28, —2) oraz

C =

(4,30) i dany jest punkt P = (—11,25). Punkty X, Y i Z sa rzutami prostokatnymi

punktu P odpowiednio na proste BC', AC'i AB.

1.
. Oblicz wspoélrzedne srodka okregu opisanego na tréjkacie ABC.

A

Wyznacz réwnania symetralnych bokéw AC i BC.

. Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.

Sprawdz, ze punkt P lezy na okregu opisnym na tréjkacie ABC.
Oblicz wspotrzedne punktow X, Vi Z.
Sprawdz, ze punkty X, Y i Z sg wspolliniowe.

Uwaga. To zadanie jest szczegélnym przypadkiem twierdzenia méwiacego, ze rzuty
prostokatne dowolnego punktu P na proste zawierajace boki tréjkata ABC' sa wspot-
liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy punkt P lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC.
Prosta, na ktorej lezg te rzuty, nazywamy prosta Simsona. To twierdzenie udowod-
nimy w nastepnej czesci.

Rozwigzanie.
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. Réwnanie symetralnej boku AC' wyznaczymy tak jak w zadaniu 2.4:
(z +16)> + (y + 10)> = (z — 4)* + (y — 30),

czyli x + 2y = 14. Podobnie wyznaczamy réwnanie symetralnej boku BC'
(x—28)%+ (y+2) = (z — 4)* + (y — 30)%,

czyli 3z — 4y = —8.

. Rozwiazujemy uktad réwnan

r+2y =14
3r — 4y = =8

otrzymujac z =4 iy = 5. Zatem O = (4,5).

. Poniewaz

|OAI? = (44 16)* + (5 + 10)* = 625,

wiec réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC' ma postaé
(x —4)* + (y — 5)% = 625.

. Sprawdzamy, ze wspolrzedne punktu P spelniaja otrzymane réwnanie okregu opi-
sanego na tréjkacie ABC:

(=11 —4)* + (25 — 5)% = 15% + 20% = 625.

. Prosta prostopadta do boku AC' i przechodzaca przez punkt P jest réwnolegta do
symetralnej tego boku; ma zatem réwnanie

T+ 2y=—11+225,
czyli x + 2y = 39. Réwnanie prostej AC ma postaé

2r —y=2-(—16) — (—10),

czyli 2x — y = —22. Teraz rozwiagzujemy uktad réwnan
z+2y =39
20 —y = =22

otrzymujac wspélrzedne punktu Y: Y = (—1,20). Podobnie dostajemy X = (1, 34)
oraz Z = (—5,—8).

. Tak jak w zadaniu 2.9 wyznaczamy réwnanie prostej XY, otrzymujac 7z —y = —27.
Poniewaz

7-(=5)—(—8)=-35+8=-27,
wiec punkt Z lezy na prostej XY, czyli punkty X, Y i Z sa wspotliniowe.
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ZADANIA DOMOWE

Te czes¢ zakonczymy szeScioma zadaniami domowymi, podobnymi do zadan 4.1. — 4.6.

Zadanie 4.7. Dany jest trojkat ABC, w ktérym

A=(-4,-3), B=(6,7), C=(4,13).

Punkt D jest rzutem wierzchotka A na prosta BC', punkt E jest rzutem wierzchotka B
na prosta AC' i punkt F' jest rzutem wierzchotka C na prostg AB.

1.

6.

Oblicz dlugosci bokéw trojkata ABC.

2. Sprawdz, czy trojkat ABC jest ostrokatny, prostokatny czy rozwartokatny.

3. Wyznacz réwnania prostych AD, BE i CF.

4.

5. Punkt H jest punktem przeciecia prostych AD i BE. Oblicz wspolrzedne punktu

Oblicz wspoétrzedne punktéow D, E i F.

H.
Sprawdz, ze punkt H lezy na prostej C'F.

Zadanie 4.8. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym A = (=5,-3), B = (11,—1) oraz
C =1(9,7). Punkty K, L i M sa odpowiednio srodkami bokéw BC, AC' i AB. Punkt S
jest punktem przeciecia prostych AK i BL.

1.

Wyznacz wspoétrzedne punktéow K, L i M.

2. Wyznacz réwnania prostych AK, BL i CM.

3. Wyznacz wspoélrzedne punktu S.

4.

5. Wykaz, e AS = % A‘I?,B—S) = % .BL oraz CS =

Sprawdz, ze punkt S lezy na prostej C M.

CM.

wiNo

Zadanie 4.9. Dany jest trojkat ABC, w ktérym A = (—4,—11), B = (20,7) oraz

C =
1.

2.
3.

4.
5.
6.

(=8,21). Punkty K, L i M sa odpowiednio srodkami bokéw BC, AC' i AB.

Wyznacz wspoétrzedne punktéow K, L i M.

Wyznacz réwnania symetralnych bokow trojkata ABC.

Punkt O jest punktem przeciecia symetralnych bokéw BC' i AC. Oblicz wspél-
rzedne punktu O.

Sprawdz, ze punkt O lezy na symetralnej boku AB.

Oblicz odleglosci punktu O od wierzchotkéw tréjkata ABC.

Napisz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.

Zadanie 4.10. Dany jest tréojkat ABC, w ktérym A = (—13,—-10), B = (11, 2) oraz

C =

(—=16,11). Punkty D, E i F' sa rzutami wierzchotkéw A, B i C tréjkata na proste

zwierajace przeciwlegle boki. Proste AD i C'F przecinaja sie w punkcie H. Punkty K,
L i M sa odpowiednio $érodkami bokéw BC', AC' i AB. Proste AK i C'M przecinaja si¢
w punkcie S. Symetralne bokéw BC' i AB przecinaja si¢ w punkcie O.

1.
2.
3.

Wyznacz réwnania prostych AD i C'F.
Oblicz wspolrzedne punktu H.
Wyznacz réwnania prostych AK i CM.
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Oblicz wspotrzedne punktu S.

Wyznacz réwnania symetralnych bokow BC' i AB.

Oblicz wspotrzedne punktu O.

Wyznacz réwnanie prostej OH.

Wykaz, ze punkt S lezy na prostej OH i dzieli odcinek O H wewnetrznie w stosunku
1:2 (tzn. 2-]0S| = |SH]).

Zadanie 4.11. Dany jest trojkat ABC, w ktérym A = (—8,—11), B = (16,7) oraz

C =

(—=4,17). Punkty D, E i F sa rzutami wierzchotkéw A, B i C trdjkata na proste

zwierajace przeciwlegle boki. Punkt H jest ortocentrum tréjkata ABC. Punkty K, L
i M sa odpowiednio srodkami bokéw BC, AC' i AB. Punkty T', V i W sa odpowiednio
srodkami odcinkéw AH, BH i CH.

1.

Sk W

Oblicz wspoétrzedne punktow D, E i F.

Oblicz wspoétrzedne punktu H.

Oblicz wspotrzedne punktow K, L i M.

Oblicz wspotrzedne punktow 7', Vi W.

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie DEF'.

Wykaz, ze punkty K, L, M, T, V i W leza na okregu opisanym na tréjkacie DEF'.

Zadanie 4.12. Dany jest trojkat ABC, w ktorym A = (—6,—-8), B = (27,3) oraz

C =

(3,19) i dany jest punkt P = (19,17). Punkty X, Y i Z sa rzutami prostokatnymi

punktu P odpowiednio na proste BC', AC'i AB.

1.

Sk wN

Wyznacz réwnania symetralnych bokow AB i AC.

Oblicz wspdlrzedne srodka okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Sprawdz, ze punkt P lezy na okregu opisnym na tréjkacie ABC.

Oblicz wspoétrzedne punktéow X, Vi Z.

Wyznacz réwnanie prostej XY i sprawdz, ze punkty X, Y i Z sa wspoélliniowe.
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ODPOWIEDZI DO ZADAN DOMOWYCH

Zadanie 4.7. Dany jest tréjkat ABC, w ktorym A = (—4,-3), B = (6,7) oraz
C = (4,13). Punkt D jest rzutem wierzchotka A na prosta BC, punkt E jest rzu-
tem wierzchotka B na prosta AC i punkt F' jest rzutem wierzchotka C' na prosta AB.
Punkt H jest punktem przeciecia prostych AD i BE.

1.

S ok

Oblicz dlugosci bokéw trojkata ABC.

Sprawdz, czy trojkat ABC jest ostrokatny, prostokatny czy rozwartokatny.
Wyznacz réwnania prostych AD, BE i C'F.

Oblicz wspotrzedne punktow D, E i F.

Oblicz wspolrzedne punktu H.

Sprawdz, ze punkt H lezy na prostej C'F.

Odpowiedzi.

ot

. |AB| = /200 = 10v/2, |AC| = v/320 = 8V/5, | BC| = /40 = 21/10.
. |AC|? = 320 > 240 = 200 + 40 = |AB|? + |BC|?, wi¢c kat B jest rozwarty. Mozna

roéwniez obliczy¢ iloczyn skalarny wektorow BAiBC:
BA -BC =[-10,-10] - [~2,6] = (—10) - (—2) 4 (—10) - 6 = 20 — 60 = —40 < 0,
skad wynika, ze kat ABC' jest rozwarty.

. Prosta AD ma réwnanie x — 3y = 5; prosta BE ma réwnanie x + 2y = 20; prosta

CF ma réwnanie x +y = 17.
D= (8,1), FE=(2,9), F = (8,9).

. H=(14,3)
. Sprawdzamy, ze wspélrzedne punktu H spelniaja réwnanie prostej CF: 8+9 = 17.
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Zadanie 4.8. Dany jest trojkat ABC, w ktérym A = (=5,-3), B = (11,—1) oraz
C =1(9,7). Punkty K, L i M sa odpowiednio srodkami bokéw BC, AC' i AB. Punkt S
jest punktem przeciecia prostych AK i BL.

1. Wyznacz wspotrzedne punktéw K, L i M.

2. Wyznacz réwnania prostych AK, BL i CM.

3. Wyznacz wspolrzedne punktu S.

4. Sprawdz, ze punkt S lezy na prostej C'M.

5. Wykaz, ze AS = % ‘R,B?: % .BL oraz CS = % .OM.

Odpowiedzi.

1. K =(10,3), L = (2,2), M = (3, -2).

2. Prosta AK ma réwnanie 2o — 5y = 5; prosta BL ma roéwnanie x + 3y = 8; prosta
CM ma réwnanie 3z — 2y = 13.

3. S =(51).

4. Sprawdzamy, ze wspélrzedne punktu S spelniaja rownanie prostej CM:
L=3x—-2y=3-5—-2-1=15-2=13=P.

5. Mamy:
AS =[10,4] = 2 .[15,6] = 2 - AK,
BS =[-6,2]=2-[-9,3]= 2.

CS =[-4,-6]=2.[-6,-9=2.CM.
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Zadanie 4.9. Dany jest trojkat ABC, w ktérym A = (—4,—11), B = (20,7) oraz

C =
1.

2.
3.

4.
5.
6.

(=8,21). Punkty K, L i M sa odpowiednio srodkami bokéw BC, AC' i AB.

Wyznacz wspétrzedne punktow K, L i M.

Wyznacz réwnania symetralnych bokow trojkata ABC.

Punkt O jest punktem przeciecia symetralnych bokéw BC' i AC. Oblicz wspél-
rzedne punktu O.

Sprawdz, ze punkt O lezy na symetralnej boku AB.

Oblicz odleglosci punktu O od wierzchotkéw tréjkata ABC.

Napisz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.

Odpowiedzi.

— (20,7)

A= (-4,—11)

. K =(10,3), L = (2,2), M = (3,-2).

. Symetralna boku BC' ma réwnanie 2z —y = —2; symetralna boku AC' ma réwnanie

x — 8y = —46; symetralna boku AB ma réwnanie 4x + 3y = 26.
0 =(2,6).

Sprawdzamy, ze wspolrzedne punktu O spelniaja réwnanie symetralnej boku AB:

L=4r+3y=4-24+3-6=8418=26=F.

. Mamy:

|OA? = (24 4)? 4+ (6 + 11)% = 6% + 17% = 36 + 289 = 325,
|OB|?> = (2—20)% + (6 — 7)* = (—18)* + (—1)* = 324 + 1 = 325,
|OC|* = (2 +8)? + (6 — 21)* = 10> + (—15)? = 100 + 225 = 325.

Zatem |OA| = |OB| = |0C| = v/325.

. Okrag opisany na tréjkacie ABC ma $rodek w punkcie O = (2,6) i promief réwny

Vv/325. Rownanie tego okregu ma zatem postaé
(z —2)* + (y — 6)% = 325.
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Zadanie 4.10. Dany jest trojkat ABC, w ktéorym A = (—13,—-10), B = (11,2) oraz
C = (—16,11). Punkty D, E i F sa rzutami wierzchotkéw A, B i C tréjkata na proste
zwierajace przeciwlegle boki. Proste AD i C'F przecinaja sie w punkcie H. Punkty K,
L i M sa odpowiednio $érodkami bokéw BC', AC' i AB. Proste AK i C'M przecinaja si¢
w punkcie S. Symetralne bokéw BC' i AB przecinaja si¢ w punkcie O.

Wyznacz réwnania prostych AD i CF.

Oblicz wspotrzedne punktu H.

Wyznacz réwnania prostych AK i CM.

Oblicz wspoétrzedne punktu S.

Wyznacz réwnania symetralnych bokow BC i AB.

Oblicz wspotrzedne punktu O.

Wyznacz réwnanie prostej OH.

Wykaz, ze punkt S lezy na prostej OH i dzieli odcinek O H wewnetrznie w stosunku
1:2 (tzn. 2-]0S| = |SH]).

A o

Odpowiedzi.

Prosta AD ma réwnanie 3x — y = —29, prosta C'F' ma rownanie 2x + y = —21.

H = (-10,-1).

Prosta AK ma réwnanie 11z — 7y = —73, prosta CM ma réwnanie z + y = —5.
S =(-6,1).

Symetralna boku BC' ma réwnanie 3x—y = —14, symetralna boku AB ma réwnanie
2r +y = —6.

O = (—4,2).

Prosta OH ma réwnanie z — 2y = —8.

8. HS =[4,2]=2-[2,1]=2-50,

LAl ol

39S
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Zadanie 4.11. Dany jest trojkat ABC, w ktérym A = (—8,—11), B = (16,7) oraz
C = (—4,17). Punkty D, E i F sa rzutami wierzchotkéw A, B i C trdojkata na proste
zwierajace przeciwlegle boki. Punkt H jest ortocentrum trojkata ABC. Punkty K, L
i M sa odpowiednio srodkami bokéw BC, AC'i AB. Punkty T, V i W sa odpowiednio
srodkami odcinkéw AH, BH i CH.

1. Oblicz wspétrzedne punktéw D, E i F.

2. Oblicz wspotrzedne punktu H.
3. Oblicz wspotrzedne punktow K, L i M.
4. Oblicz wspotrzedne punktow T, V i W.
5. Wyznacz rownanie okregu opisanego na trojkacie DEF'.
6. Wykaz, ze punkty K, L, M, T,V i W leza na okregu opisanym na trdjkacie DEF.
Odpowiedzi.
yﬂ
B =(12,1)
,'I/?

A= (-4,-7)
1. D=(4,13), E=(-5,10), F =8,1).
2. H=(2,9).
3. K=(6,12), L =(—6,3), M =4,-2).
4. T=(-3,-1),V=(9,8), W = (—1,13).

2 11\2 _ 250
5. (-3 +-5) =%
6. Bezposrednie sprawdzenie.

o1



Zadanie 4.12. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym A = (—6,—-8), B = (27,3) oraz

C =

(3,19) i dany jest punkt P = (19,17). Punkty X, Y i Z sa rzutami prostokatnymi

punktu P odpowiednio na proste BC', AC'i AB.

1. Wyznacz réwnania symetralnych bokow AB i AC.
2. Oblicz wspotrzedne érodka okregu opisanego na trojkacie ABC.
3. Wyznacz rownanie okregu opisanego na tréjkacie ABC.
4. Sprawdz, ze punkt P lezy na okregu opisnym na tréjkacie ABC.
5. Oblicz wspotrzedne punktow X, Y i Z.
6. Wyznacz rownanie prostej XY i sprawdz, ze punkty X, Y i Z sa wspotliniowe.
Odpowiedzi.
A= (-6,-8)"
1. Symetralna boku AB ma rownanie 3z +y = 29, symetralna boku AC ma réwnanie
z + 3y = 15.
2. 0=(9,2).
3. (x—9)%+ (y—2)% = 325.
4. Sprawdzamy, ze (19 — 9)2 + (17 — 2)? = 102 + 152 = 100 + 225 = 325.
5. X = (15,11), Y = (4,22), Z = (24, 2).
6. Prosta XY ma réwnanie x + y = 26; sprawdzamy, ze 24 4 2 = 26.
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CZESC V
PRZYKEADOWE TWIERDZENIA

5.1. Ortocentrum tréjkata

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.1. Proste zwierajace wysokosci trojkata przecinaja sie w jednym punk-
cie.

Dowéd. Jedna z najtrudniejszych czeéci dowodu analitycznego jest odpowiedni dobor
uktadu wspoétrzednych. Pamigtajmy bowiem, ze w dowodzie kazdego twierdzenia geo-
metrycznego mamy prawo dobra¢ uklad wspélrzednych (i jednostke dtugosci) w sposdb
najdogodniejszy dla nas: taki, by obliczenia byly jak najprostsze.

Przypusémy zatem, ze mamy dany tréjkat ABC. Wybierzmy uktad wspolrzednych tak,
by jego poczatek znajdowal sie w punkcie A. Nastepnie jako o§ Ox wybierzmy prosta
AB. Teraz punkt A ma wspéhrzedne (0, 0), a punkt B ma wspéhrzedne (z, 0) dla pewnego
x. Mozemy przy tym tak zorientowa¢ o Oz, by punkt B lezal na dodatniej poétosi.
Teraz dobieramy jednostke. Bardzo czestym wyborem jednostki jest diugo$é odcinka
AB. Wtedy punkt B bedzie mial wspolrzedne (0,1). My postapimy nieco inaczej.

Kilka kolejnych twierdzen bedziemy dowodzi¢ przy tym samym wyborze uktadu wspoi-
rzednych. W niektérych z nich bedziemy korzystaé¢ ze srodkow bokéw tréjkata. Aby
unikna¢ nadmiernej liczby utamkéw w obliczeniach przyjmiemy, ze punkt B ma wspdél-
rzedne B = (2,0); inaczej méwiac, jednostka diugosci jest polowa diugosci odcinka AB.

Wierzchotek C' ma teraz wspétrzedne (x,y) dla pewnych z i y. Poniewaz nie lezy on na
prostej AB, wiec y # 0. Bierzemy teraz takie liczby a i b, ze x = 2a oraz y = 2b. Punkt
C ma zatem wspolrzedne C' = (2a, 2b), gdzie b # 0.

a C = (2a,2b)
E .
7 \D
a z,
A= (0,0) F B=(20)

Wyznaczamy najpierw réwnanie prostej AD. Jest ona prostopadla do wektora
BC =[2a—2,2b—0]=2-[a—1,b].
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Ma zatem réwnanie postaci (a — 1)z + by = c¢ dla pewnego c. Liczbe ¢ obliczamy
podstawiajac do otrzymanego rownania wspétrzedne punktu A. Otrzymamy ¢ = 0,
a wiec prosta AD ma réwnanie (a — 1)z + by = 0.

Nastepnie wyznaczamy réwnanie prostej BE. Jest ona prostopadta do wektora

AC =[2a—0,2b—0] =2-[a,].

Ma zatem réwnanie postaci ax + by = c. Liczbe ¢ obliczamy podstawiajac do tego
réwnania wspoélrzedne punktu B:

c=a-2+0-0=2a.
Ostatecznie réwnanie prostej BE ma postaé ax + by = 2a.

Wreszcie wyznaczamy réwnanie prostej C'F'. Jest ona prostopadta do osi Oz i przechodzi
przez punkt C'; ma zatem réwnanie x = 2a.

Wyznaczamy nastepnie wspolrzedne punktu H, bedacego punktem przeciecia prostych
BE i CF. W tym celu rozwiazujemy uktad rownan

{ax+by = 2a

r = 2a

. Zatem

9,2
H:(Qa,wy

Dowdéd zakonczymy wykazujac, ze wspotrzedne punktu H spelniaja réwnanie prostej
AD:

. 5,2
otrzymujac x = 2a oraz y = %

2a — 2a>
L:(a—l)w+by:(a—1)~2a+b-%:2a2—2a+2a—2a2:O:P,

c. b. d. o.

Trojkat ABC' z tak wybranym uktadem wspotrzednych bedzie uzywany jeszcze kilka-
krotnie. Zapamietajmy wspotrzedne jego ortocentrum:

0.2
H:(Qa,w)

W jednym z nastepnych twierdzen wykorzystamy wspotrzedne punktéw D, E' i F'. Naj-
tatwiej wyznaczy¢ wspolrzedne punktu F', gdyz jest on rzutem punktu C' na o$ Ox.
Mamy wiec F' = (2a,0).

54



Prosta AD ma réwnanie (a — 1)z + by = 0. Prostopadta do niej prosta BC' ma za-
tem réwnanie bxr — (a — 1)y = ¢ dla pewnego c. Liczbe ¢ obliczamy podstawiajac do
otrzymanego réwnania wspotrzedne punktu B; dostajemy ¢ = 2b. Zatem prosta BC ma
réwnanie bx — (a — 1)y = 2b. Wspétrzedne punktu D otrzymujemy teraz rozwiazujac

uktad réwnan
{bm —(a—1)y=2b
(a—1)z+by =0

Poniewaz b # 0, wigc mozemy wyznaczy¢ x z pierwszego rownania i podstawi¢ do
drugiego. Otrzymujemy kolejno:

(a—1y+2b
Yy
(a—1)y+2b
b
(a—1)*y +2(a—1)b+b*y =0,
((a=1)*+ %)y =2(1 — a)b,
21 —a)b
“G-rr

(a—1)- +by =0,

gdyz (a—1)2+b2 # 0. W podobny sposéb z drugiego réwnania wyznaczamy y = W

i po podstawieniu do pierwszego réwnania otrzymujemy (szczegdly pozostawiamy jako
¢wiczenie):

2b2
(a —1)2 + b2

D 202 2(1—a)b
S \(a—1)2+b02" (a—1)2+0b2 )"
W podobny sposéb wyznaczamy wspotrzedne punktu E. Otrzymujemy kolejno réwnania
prostych BE i AC:

xr =

Ostatecznie

BE: ax+ by = 2a,
AC: br—ay=0

5 2a2 | 2ab .
a2+ b2’ a? + b2

i wspotrzedne punktu E:
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5.2. Srodek ciezkosci tréjkata

Twierdzenie 5.2. Srodkowe w tréjkacie przecinaja sie w jednym punkcie, nazywanym
srodkiem ciezkoSci tréjkata. Ponadto $rodek ciezkosci trojkata dzieli kazda sSrodkowa
w stosunku 2 : 1 (odcinek od wierzchotka do érodka ciezkosci jest dwa razy dtuzszy od
odcinka laczacego $rodek ciezkosci ze srodkiem boku).

Dowdd. Dany jest trojkat ABC. Wybieramy uktad wspotrzednych tak samo jak w po-
przednim twierdzeniu. Mamy zatem

A=(0,0, B=(20), C=/2a,2b).

vt C = (2a,2b)
L K
S
m;
A=(0,0) M B =(2,0)

Najpierw wyznaczamy wspolrzedne srodkéw bokow:

20 +2 2040
K = — (a+1
(22200 @+,
L = (a,b),
M = (1,0).

Nastepnie wyznaczamy réwnanie prostej AK. Mamy AK = [a + 1,b], a wiec réwnanie
prostej AK ma postaé bz — (a+ 1)y = ¢ dla pewnego c. Podstawiajac do tego réwnania
wspélrzedne punktu A = (0,0), otrzymujemy ¢ = 0. Prosta AK ma zatem réwnanie
br — (a+ 1)y =0.

Podobnie BL = [a — 2,b], wiec réwnanie prostej BL ma postaé¢ bx — (a — 2)y = ¢ dla
pewnego c. Podstawiajac wspolrzedne punktu B, otrzymujemy ostatecznie roéwnanie
bx — (a — 2)y = 2b.

Wreszcie CM = [1 — 2a, —2b] i w podobny sposéb otrzymujemy réwnanie prostej C'M:
2bx + (1 — 2a)y = 2b.

Wspoélrzedne punktu S otrzymujemy rozwiazujac uktad rownan

{bm—(a+1)y=0
br — (a —2)y = 2b
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Otrzymujemy

2a+2 2b
S = =),
(*5°5)

Sprawdzamy, ze wspolrzedne punktu S spelniaja réwnanie prostej C'M:

2 2

24 + 2 2
iy +(1-20)-3 = T (2+2+1-2a) = T -3=2 =P,

L =2bzx+(1—2a)y =2b

Wreszcie sprawdzamy, ze punkt S dzieli srodkowe w stosunku 2 : 1. Mianowicie

[2a+2 2b 2 2
AS = “l=Zla+1,b) =2 AK
1 | 202 2 = 2 = AR,
BS — 2a+2_272_b _ M?ﬁ :3.[(1_2,19]:3.3—1:1

3 3 3 3] 3 3

[2a + 2 2b 2—4a 4b 2 2

= —%a,= —2b| = — | =2.]1-2a,-2b| == .BM
C@ _ 3 a,3 :| |: 3 ; 3:| 3 [ a, ] 3 )
c. b. d. o.

Uwaga 1. Oczywiscie wystarczylo sprawdzié, ze punkt S dzieli jedna $rodkowa (np.
AK) w stosunku 2 : 1. Analogiczna wlasno$é pozostalych srodkowych otrzymujemy
przez prosta zamiane uktadu wspoétrzednych tak, by ta srodkowa stata sie $rodkowsq
laczaca wierzchotki o wspétrzednych (0,0) i (a + 1,b).

Uwaga 2. Korzystajac z twierdzenia 5.2 o srodku ciezkosci trojkata mozemy wyprowa-
dzi¢ wzory na wspoétrzedne srodka cigzkosci dowolnego tréjkata w uktadzie wspotrzed-
nych. Przypusémy zatem, ze mamy dany trojkat ABC, w ktérym

A= ($1,y1), B = (m27y2>7 C= (.’133,y3>.

Niech punkt K bedzie srodkiem boku BC'i niech S bedzie $rodkiem ciezkosci tréjkata

ABC.
C = (x3,y3) Y4

Sy

= (2,2)

Ky

L

A= (»’Ul,yﬁ

Punkt K ma wspolrzedne

K- $2+$37y2+y3 7
2 2
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skad wynika, ze

-2 -2
AR — $2+$3_x1’y2‘;y3_y1]:[582—#58; $17y2+y?2> yl}

Zatem

R s i =

Wspéblrzedne punktu S otrzymujemy dodajac do wspotrzednych punktu A wspotrzedne
wektora AS:

To + T3 — 2% +y3 — 2

_ (wl +x2+ T3 Y1 +yz+y3)
B 3 ’ 3 ‘

Zapamietajmy: wspotrzedne $rodka ciezkosci sa Srednimi arytmetycznymi wspotrzed-
nych wierzchotkow trojkata.
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5.3. Okrag opisany na trdjkacie

Twierdzenie 5.3. Symetralne trzech bokéw tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie.
Ten punkt jest jednakowo oddalony od wierzchotkéw trojkata, a wiec jest Srodkiem
okregu opisanego na tym tréjkacie.

Dowéd. Dany jest trojkat ABC. Wybieramy uktad wspotrzednych tak samo jak w po-
przednim twierdzeniu. Mamy zatem

A=(0,0, B=(2,0), C=2a,2b).

vt C = (2a,2b)
L A K
0
B €T
A=(0,0) M B =(2,0)

Tak jak w poprzednim zadaniu najpierw wyznaczamy wspolrzedne srodkow bokow:

2 2 2
K:<a+ b+0):(a—|—1,b),

2 72
L = (a,b),
M = (1,0).

Nastepnie wyznaczamy rownania symetralnych bokow. Tak jak w twierdzeniu 5.1 do-
stajemy

BC =2-[a—1,b),

AC =2-a,b].
Roéwnanie symetralnej boku BC' ma zatem posta¢ (a — 1)x + by = ¢, przy czym c
wyznaczamy podstawiajac do rownania wspoétrzedne punktu K:

c=(a-Dx+by=(a—1)(a+1)+b*=0a*+b*—1.

Zatem réwnanie symetralnej boku BC ma postaé (a —1)x + by = a? + b? — 1. Réwnanie
symetralnej boku AC' ma postaé¢ ax + by = ¢; analogicznie wyznaczamy ¢ podstawiajac
do réwnania wspéhrzedne punktu L. Otrzymamy réwnanie ax + by = a? 4 b%. Wreszcie
zauwazamy, ze symetralna boku AB jest prostopadta do osi Ox i przechodzi przez punkt
(1,0); ma zatem réwnanie z = 1.
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Niech teraz punkt O bedzie punktem przeciecia symetralnych bokow AB i AC. Jego
wspoltrzedne otrzymamy rozwiazujac uktad réwnan

{aw+by:a2+b2

r=1

2 2
O:<1,Lf;a>_

Teraz sprawdzamy, ze wspoélrzedne punktu O spelniajg réwnanie trzeciej symetralnej:

Dostajemy

a’>+b%>—a
b
co dowodzi, ze wszystkie trzy symetralne przecinaja sie w jednym punkcie.

L=(a—1Dz+by=(a—1)-1+b —a—14a*+b*—a=a*+b*-1=P,

Obliczamy teraz odleglosci punktu O od wierzchotkéw trojkata. Mamy

\OA‘2:12+<G2+22—G)2: (a2+b2b_2a)2+b2’
2 2 2 2 2 2
|OB|2:(1—2)2+<a +z —a) _ (a +bb;a)+b ,
002 = (1 —2a)% + <a2+722—a_2b)2:(2a_1)2+ <(a2+b2;a)—2b2>2:
B ((a2+b2—a)—2b2)2+(2a—1)2b2 B
= . =
B (a® + b —a)? —sz(a2 +b% —a) —1—464#—132(4612 —4a+1) B
— . —
_ (a2+b2—a)2—4a2b2—4b4b+ 4ab?® + 4b* + 4a?b? — 4ab® + b2 _
b2

(a® +b* —a)® + b?
b2 '
Zatem |OA| = |OB| = |0C|, c. b. d. o.

W dalszym ciagu potrzebne beda wspoélrzedne srodka okregu opisanego na tréjkacie
ABC. Przypomnijmy zatem
O = (1’ (12_'—722_@) )

Mozemy tez zapisa¢ rownanie okregu opisanego na naszym trojkacie:

a?+ b2 —a\’ (a®> + 1% —a)? + b?
($—1)2+(y—7b > = = .

Po prostych przeksztatceniach algebraicznych dostajemy nastepujaca postaé tego réw-
nania:

ba? + by? — 2bx — 2(a® + b* —a)y = 0.
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5.4. Prosta Eulera

Twierdzenie 5.4. Dany jest trojkat ABC. Punkt H jest ortocentrum tego tréjkata,
punkt S jest srodkiem ciezkosci, punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie
ABC. Wtedy punkty H, S i O sg wspdtliniowe; prostg OH nazywamy prosta Eulera

trojkata ABC'. Ponadto 0S = % - OH, czyli punkt S dzieli wewnetrznie odcinek OH
w stosunku 1 : 2.

Dowdd. Dany jest trojkat ABC. Wybieramy uktad wspotrzednych tak samo jak w po-
przednich trzech twierdzeniach. Mamy zatem

A=(0,0), B=(2,0), C=(2a,2b).

C = (2a,2b)

A=1(0,0) M B = (2,0)

W dowodach poprzednich twierdzen wyznaczyliSmy wspoétrzedne punktow H, S'i O:

2a — 2a? 20 +2 2b a’?+b —a
pe (B2, 5o (BI2B) () P 0)

Oczywiscie wystarczy wykazac, ze 0S =1

punktéw O, S'i H.

-OH. Stad wynika réwniez wspétliniowosé

wl

Mamy zatem:

r 5.2 2 2 9.2 72
(ﬁ: 2@_1,261 2a _a +b al _ 2@_1’3a 3a b 7
I b b b
O?;:_2a+2_1,2_b_a2+62—a _ 2a—1’262—3a2—362+3a _
3 3 b 3 3b
ro, 9.2 12 9.2 12
_ 2a 1,3a 3a b :1' 2@_1’3a 3a b :10?»
3 3b 3 b 3

To konczy dowod twierdzenia.
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5.5. Okrag dziewieciu punktow

Twierdzenie 5.5. Dany jest trojkat ABC. Punkty D, E i F' sa odpowiednio rzutami
wierzchotkéw A, B i C' na proste zawierajace przeciwlegte boki. Punkt H jest ortocen-
trum tego trojkata. Punkty K, L i M sa odpowiednio srodkami bokéw BC, AC'i AB.
Punkty T, Vi W sa odpowiednio srodkami odcinkéw AH, BH i CH. Wtedy punkty
D, E F, K, L, M, T, Vil leza na jednym okregu. Ten okrag nazywamy okregiem
dziewieciu punktéw (lub okregiem Feuerbacha) dla tréjkata ABC.

Dowdd. Dany jest trojkat ABC. Wybieramy uktad wspotrzednych tak samo jak w po-
przednich pieciu twierdzeniach. Mamy zatem

A=(0,0, B=(2,0), C=2a,2b).

Y C = (2a, 2b)

A= (0,0) B = (2,0)

W dowodach poprzednich twierdzen (i w uwagach po tych dowodach) wyznaczylisémy
wspotrzedne wielu potrzebnych punktéow. Mamy zatem:

- ((a - il))z b2 (a2£11;2a%>—bb2) ’

B 2a? 2ab
S \a2+b2 a2 +02)’

F = (2a,0),

_ 992 2 2 _
H:<2a,2a b2a)’ O:<1,a —|—l; a)’

2a +2 2b+4+0
K_< 9 ’ 2 )—(Cl—f-]_,b),
L = (a,b),
M = (1,0).

62



Teraz wyznaczamy wspoétrzedne punktow T', V., W:

G_GQ
T =
(255

42
V:(a+1,a ba ),

b2—a2—|—a)

W= (2
(25

Nastepnie wyznaczamy rownanie okregu opisanego na trojkacie K LM . Najpierw zauwa-
zamy, ze punkty K i L leza na prostej o rownaniu y = b, rownolegltej do osi Ox. Zatem
symetralna odcinka KL jest prostopadla do osi Ox. Poniewaz srodek odcinka KL ma

wspotrzedne (2“; L b), wiec symetralna odcinka K L ma réwnanie z = % Poniewaz

ML = [a—1,b], wiec symetralna odcinka M L ma réwnanie postaci (a —1)x+by = ¢ dla
pewnego c. Liczbe ¢ wyznaczymy podstawiajac do tego rownania wspotrzedne srodka

odcinka M L. Ten $rodek ma wspotrzedne (“—42'1, g); zatem
1 b -1 1) + b2 2402 -1
c:(a—l)-a+ —I—b-—:(a Jat+1)+ _ o .
2 2 2 2

Zatem symetralna odcinka M L ma réwnanie

2402 —1
(a— Dby =",
czyli

2(a — 1)z + 2by = a* + b* — 1.

Niech P bedzie $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie K LM . Wspdétrzedne punktu P
wyznaczymy rozwigzujac uktad réownan

2a+1

r = 2

{2(@—1)x+26y:a2+62—1

Podstawiajac podana w drugim réwnaniu warto$é¢ x do pierwszego roéwnania, otrzymu-
jemy:

20 +1

2(a—1)- + 2by = a® + b* — 1,

(a—1)(2a+ 1) 4+ 2by = a® + b* — 1,
202 —a—1+2by =a®> + 1% —1,
2by = b? — a? + a,

b?> —a®+a
(TR

Zatem
P =

20+1 b*—a’+a
2 7 2b '
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Promien okregu opisanego na tréjkacie K LM jest réwny |PM|. Mamy:

2a +1 2 b2 —a?+a
PM|? = —1 _ .
P = (25 1) + (5

Zatem rownanie okregu opisanego na trojkacie K LM ma postac

x_2a+1 2+ _bQ—a2+a _ 2a+1_1 2+ 2 —a’+a
2 Y 2 —\ 2 2 '

Po nietrudnych przeksztatceniach algebraicznych otrzymujemy réwnanie

bz? + by? — (2a + 1)bx — (b* — a® + a)y + 2ab = 0.

Teraz wystarczy sprawdzié¢, ze jeden z punktéow D, E, F' lezy na tym okregu oraz ze
jeden z punktow 1", V', W lezy na tym okregu.

Podstawiamy wspotrzedne punktu F' = (2a,0) do réwnania okregu:
L=b-(2a)* - (2a + 1)b- (2a) + 2ab = 4a®b — 4a®b — 2ab + 2ab = 0 = P.
CL—CL2

Podstawiamy wreszcie wspotrzedne punktu 7' = (a, T) do réwnania okregu. Otrzy-
mujemy:

L =b2? + by* — (2a + )bz — (b — a® + a)y + 2ab =

2

2 a—a?\’ 2 _ 2 g
=b-a“+b- —2(a+1)b-a— (b—a”+a)-

a-a + 2ab =

b
_ 42)2 b2 — a2 2
:0L2b—|—L bf) —ab(2a—|—1)—( a —I—ba)(a ) + 2ab =
2 —a2) — (% —a?
:a2b—2a2b—ab+2ab+<a a)((a a)b ( a—l—a)):
—a2) . p2
:ab—a26+%:ab—a2b+(a—a2)b:0:P.
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5.6. Prosta Simsona

Twierdzenie 5.6. Dany jest trojkat ABC' i punkt P. Punkty D, E i F' sa odpowiednio
rzutami prostokatnymi punktu P na proste BC', AC'i AB. Wowczas punkty D, Ei F
sg wspolliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkacie
ABC. Prosta, a ktérej leza rzuty punktu P nazywamy prosta Simsona.

Dowdd. Dany jest trojkat ABC. Wybieramy uktad wspotrzednych tak samo jak w po-
przednich pieciu twierdzeniach. Mamy zatem

A=(0,0, B=(2,0), C=2a,2b).

Niech ponadto P = (p, q).

A

)
C = (2a,2b)

1
8

A =(0,0)

f--------

>
I

W dowodzie twierdzenia 5.3 wyznaczyliSmy rownanie okregu opisanego na tréjkacie
ABC:

ba? + by? — 2bx — 2(a® + b* —a)y = 0.

Punkt P = (p, q) lezy zatem na okregu opisanym na tréjkacie ABC wtedy i tylko wtedy,
gdy
bp? + bg* — 2bp — 2(a* + b* — a)q = 0. (5.6)

Pokazemy, ze powyzsza réwnos¢ (5.6) jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym do
tego, by punkty D, E i F' byly wspotiniowe.

W dowodzie twierdzenia 5.1 wyznaczyliSmy réwnania prostych AC' i BC:

AC: bxr—ay=0,
BC: bx—(a—1)y=20b.
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Prosta PE jest prostopadla do prostej AC' i przechodzi przez punkt P = (p,q). Ma
zatem réwnanie
axr + by = ap + bq.

Wspoétrzedne punktu F wyznaczamy rozwiazujac uktad réwnan:

br —ay =0
axr + by = ap + bq

Poniewaz b # 0, wiec z pierwszego rownania wyznaczamy

i po podstawieniu do drugiego réwnania otrzymujemy

a
a-?y+by=ap+bq,

czyli (po pomnozeniu obu stron przez b)
(a® + %)y = b(ap + b).
Poniewaz a? + b? # 0, wiec
_ blap + bq)
a4+
W podobny sposéb wyznaczamy

_ap+bq—ax
S —

z drugiego rownania i po podstawieniu do pierwszego réwnania otrzymujemy ostatecznie

_a(ap + bq)
a2 412

Zatem

B a(ap + bq) b(ap + bq)
- a2 +b2 7 a2 42 ’

Prosta PD jest prostopadla do prostej BC' i przechodzi przez punkt P = (p, q). Ma ona
zatem réwnanie

(a—1)z+by=(a—1)p+ bg.

Wspobtrzedne punktu D wyznaczamy rozwiazujac uktad réwnan

{bm—(a—l)y:%
(@ =1z +by = (a—1)p+bg
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Ten uktad réwnan rozwiazujemy podobnie do poprzedniego, korzystajac z tego, ze b £ 0
oraz (a—1)?+b? # 0. Otrzymujemy ostatecznie (szczegdly obliczen pozostawiamy jako
¢wiczenie):

D— (a—1)2p+b((a—1)q+2b) b((a—l)(p—Q)—f—bq)
N (a—1)2 + b2 ’ (a—1)2 + b2 ’

Wreszcie zauwazamy, ze punkt F' ma wspélrzedne (p,0). Wyznaczamy teraz réwnanie
prostej E'F'. Mamy najpierw

e {a(ap—l—bCI) b(ap+bq)} _ [abq—bzp b(ap+b‘1)} _

a? + b2 " a? 4 b2 a?+b% " a2+ b2
b
:m'[aq—bpvapﬂLbQ]-

Prosta E'F jest zatem prostopadla do wektora [ap+ bg, bp — aq| i przechodzi przez punkt
F = (p,0). Ma zatem réwnanie

(ap + bq)z + (bp — aq)y = (ap + bq)p,

czyli
(ap + bg)(x — p) + (bp — ag)y = 0.
Do tego réwnania podstawiamy wspoélrzedne punktu D. Okaze sie, ze otrzymamy do-

kladnie réwnosé (5.6), a wiec okaze sie, ze punkt D lezy na prostej EF wtedy i tylko
wtedy, gdy punkt P lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC'.

Przypominamy
. (a—1)2p+b((a—1)q+2b) _ b((a—l)(p—2)+bq)
B (a —1)2 + b2 ’ B (a—1)2+b2
Obliczmy najpierw x — p:
(a—1)2p+b((a—1)g + 2b)
(a—1)2+b
(a—1)%p+b((a—1)g+2b) — (a—1)’p—0*p
N (a—1)2 402 N
B b((a —1)g+2b— bp)
(a—1)2 402

Mamy zatem réwnanie

b((a —1)g+2b— bp)
(a—1)2+b2

+(bp—aq)'b((a(_al_)%2_f)bjbq) =0,

(ap +bq) -
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czyli

(ap+bq) - ((a—1)g+2b—bp) + (bp —aq) - ((a — 1)(p— 2) + bg) = 0.
Mamy teraz
(ap + bq) - ((a —1)g+2b— bp) = a®pq — apq + 2abp — abp? + abg® — bg? + 2b%q — b?pq
oraz
(bp—aq)-((a—l)(p—Q)—l—bq) = abp®—2abp—bp* +2bp+b*pg—a’pg+2a*q+apg—2aqg—abgq® .
Po redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy réwnanie

—bg® + 2b%q — bp? + 2bp + 2a°q — 2aq = 0,

czyli
bp? + bg® — 2bp — 2(a® 4+ b* — a)q = 0.

Otrzymalismy zatem réwnosé (5.6), co konczy dowdd twierdzenia.
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CZESC VI
ZADANIA OLIMPIJSKIE

W tej czesci pokazemy rozwigzania kilkunastu zadan olimpijskich. Sa to zadania z za-
wod6w I i II stopnia Olimpiad Matematycznych (od L Olimpiady Matematycznej do
LIV Olimpiady Matematycznej).

Zadanie 6.1. (50 OM, I stopien, zadanie 3) W trdjkacie réwnoramiennym ABC' kat
BAC jest prosty. Punkt D lezy na boku BC, przy czym BD = 2 - CD. Punkt E jest
rzutem prostokatnym punktu B na prosta AD. Wyznaczy¢ miare kata CED.

Rozwiazanie. Umies¢my trojkat ABC w uktadzie wspolrzednych w taki sposéb, by
A =(0,0) oraz B = (1,0).

A

Y

C

v

Wowczas mamy oczywiscie C = (0,1) oraz D = (3, 2). Prosta AD ma zatem réwnanie
y = 2x. Stad latwo dostajemy réwnanie prostej BE:

1 1
BE : y:—im—l—i.

Wspoétrzedne punktu F wyznaczamy rozwiazujac uktad réwnan:
y =2z
1 N 1
=——z+ —.
Y=g
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Otrzymujemy

(12
S \5'5)"
Miare kata CED wyznaczymy teraz ze wzoru

EC -ED

cos(£CED) = W

Mamy teraz

(43

16 20 25
E
‘?| \/225 + \/225 15 7

/1 10 10
|ED| =~
25 25 25 5)

EC-ED =-— 4+ =
75 + 75 15
2\/ 1of 2v/2
EC| - ED =
2 2\/5 1 V2
D = — —— = ——— = — = 4 °
cos(£CED) 15 7 5 = 08 5

Zatem LCED = 45°.
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Rozwigzanie 2.

Znéw umieszczamy tréjkat ABC w ukladzie wspélrzednych w taki sposéb, by A = (0,0)
oraz B = (1,0).

v

Wéwezas mamy oczywiscie C' = (0,1) oraz D = (%, %) Podobnie jak w pierwszym
rozwigzaniu wyznaczamy wspotrzedne punktu E:

E=(12).
)

Nastepnie punkt F' jest rzutem punktu C na prosta AD. Réwnanie prostej C'F' ma
postac

1
CF: y:—im—I—l.

Latwo wyznaczamy wspoétrzedne punktu F':

F=(22).
)

1 4 5
BF|=, L A _V5
2525 5

4 1 V5
Fl=y/—+—=—"".
|CF| 25+25 5

Zatem trojkat CEF jest trojkatem prostokatnym réwnoramiennym, skad wynika, ze
LCED = LCEF = 45°.

Nastepnie
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Zadanie 6.2. (50 OM, I stopien, zadanie 6) Przekatne AC i BD czworokata wypuklego
ABCD przecinaja sie w punkcie P. Punkt M jest srodkiem boku AB. Prosta M P
przecina bok C'D w punkcie Q). Dowie$é, ze stosunek pél trojkatow BCP i ADP jest
rowny stosunkowi dlugoéci odcinkow C'Q i DQ.

Rozwigzanie. Czworokat ABC D umieszczamy w uktadzie wspotrzednych w taki spo-
séb, by P = (0,0) oraz by wierzchotki A i C' lezaly na osi Oy. Niech A = (0, 2a) oraz
C = (0,2¢), gdzie a < 01 c > 0. Wierzchotki B i D leza wtedy na pewnej prostej
o réwnaniu y = kx, gdzie k € R. Niech B = (2b,2kb) oraz D = (2d,2kd). Punkty B
i D leza po przeciwnych stronach punktu P; zatem liczby b i d maja r6zne znaki. Niech
b>0id<D0.

Pole trojkata BC' P wyznaczamy ze wWzoru:
1
Ppcp = 5 -PC - hp,
gdzie hp oznacza wysokos$¢ opuszczong z wierzchotka B na podstawe PC. Zatem
1
PBCP = 5 -2¢ - 2b = 2be.

Podobnie

1
Papp = 3 +AP-hp = = - (—2a) - (—2d) = 2ad.

N —
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Zatem
Ppcp  bc

Pipp  ad’

Nastepnie wyznaczamy wspotrzedne punktu M:

M = (b,a + kb).
Zatem prosta M P ma réwnanie:
kb
MP: y= ot T.
b
Teraz zauwazamy, ze DC = [—2d, 2¢ — 2kd] i stad tatwo dostajemy réwnanie prostej

CD:
CD: (c—kd)z+dy=2cd.

Wspélrzedne punktu @ otrzymujemy rozwiazujac uktad réwnan:

_a—l—kb
Yy = b Y

(¢ —kd)xr + dy = 2cd
Podstawiajac warto$¢ y z pierwszego réwnania do drugiego, otrzymujemy

(c— kd)a + a2

r = 2cd,
czyli
b(c — kd)x + d(a + kb)z = 2bcd.

Po otwarciu nawiaséw otrzymujemy
(bc — kbd + ad + kbd)x = 2bcd,

czyli
(ad + be)x = 2bcd.

Zauwazamy nastepnie, ze ad + bc > 0, wiec

. 2bed
"~ ad+ be

i stad

a+kb 2bcd  2cd(a+ kb)
b ad+bc  ad+be

Zatem wspoélrzedne punktu @) sg rowne:

Q- ( 2bed  2cd(a + kb)) ‘

ad + be’  ad+ be
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Wyznaczamy teraz wspolrzedne wektorow C—Q> iQ—D> :

[ 2bed  2cd(a + kb)
cqd Lad+be’ ad+ be _26} -

[ 2bed  2acd + 2kbed — 2bc? — 2acd)|
~ lad +be’ ad + be }_
[ 2bed  2be(kd—c)]
~ lad+bc’  ad+be ]_
2bc

- ad+bc'[d’kd_c]'

QD = 2d_ad—|—bc’2kd_ ad + be

[2bcd + 2ad? — 2bed 2kbed + 2kad? — 2acd — 2kbed
I ad + be ’ ad + be

[ 2ad? 2kad? — 2acd

lad+be” ad+ be ]

2ad

- ad+bc.[d’kd_c]'

Oczywiscie [d, kd — ¢] # [0,0], gdyz d # 0. Zatem

— | 2bcd 2cd(a + kb)}

\C@| _ 2bc 2ad bc

|Q‘ﬁ|_ad+bc'ad+bc ad’

To dowodzi, ze

cq| _ Prer
QD| Papp’

c. b. d. o.
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Zadanie 6.3. (51 OM, I stopien, zadanie 6) Punkt X lezy wewnatrz lub na brzegu
trojkata ABC, w ktorym kat C jest prosty. Punkty P, @, R sa odpowiednio rzutami
punktu X na boki BC', CA i AB. Udowodnié, ze rownosé

AR-RB=BP-PC+ AQ -QC
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkt X lezy na boku AB.
Rozwiazanie. Umieszczamy trojkat ABC' w uktadzie wspolrzednych w taki sposob, by

C =(0,0), A= (a,0) oraz B = (0,b), przy czym a > 0 i b > 0. Niech nastepnie punkt
X ma wspoélrzedne (g, p).

Wéwezas oczywiscie P = (0,p) oraz Q = (¢,0). Poniewaz punkt X lezy wewnatrz lub
na brzegu tréjkata ABC, wiec b > p > 0 oraz a > q > 0.

Zauwazmy nastepnie, ze AB = [—a, b]. Stad latwo otrzymujemy réwnania prostych AB
i XR:
AB: bx+ ay = ab,

XR: ax—by=aq— bp.
Stad wynika w szczegblnodci, ze punkt X lezy na boku AB wtedy i tylko wtedy, gdy

ap + bqg —ab = 0.

Rozwiazujac uktad réwnan

{bx+ay:ab
ax —by =aq—bp
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otrzymujemy wspotrzedne punktu R:

a(aq — bp + b?) b(a? — aq + bp)

TRE T g 0 YRT T aape

Mozemy teraz wyznaczy¢ wspolrzedne wektorow AR iRB. Mamy mianowicie

AR = [zg — a,ynl,

przy czym
a(aq — bp + b?) alag—bp —a?) —a(a® —aq+ bp)
ThTA= a? + b2 B a? + b2 - a? + b2 '
Zatem (a? ) b2 ) )
—a(a* —aq+bp) bla® —aq+ bp a®—aq+ bp
AR = = .AB.
a’? + b2 ’ a? 4+ b? a? + b?
Podobnie
R? = [—I'R,b— ZJRL
przy czym
b(a® —aq+bp)  b(b%+ aq — bp)
b—yr="0- 2 1 32 - 2 1 2
a*+b a*+b
Zatem (2 ) b2 ) )
—a(b® 4+ aq — bp) b(b*+ aq — bp b +aq —bp
RB = | — - .AB.
k a? + b2 ’ a? + b? a? + b?

Poniewaz a > q, wiec a®> > aq > aq — bp. Zatem a® — aq+bp > 0. Podobnie pokazujemy,
ze b% + aq — bp > 0. Zatem

2 2 _
AR:|@|:LQ—ZZ)]).|E|:W.,/Q2+[)2_

a?+b a? + b?
Podobnie
b b
RB=|RB|= 19— /3 33
Cl2 +b2
Zatem ) 9
AR. BB = (@ —aq+bp)(b” +aq — bp)
Cl2 +b2
Nastepnie
BP-PC+ AQ QC = (b—p)p+ (a — q)q = ag+ bp — p* — ¢*.
Warunek

AR-RB=BP-PC+ AQ-QC
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jest zatem rownowazny warunkowi
(a* — ag + bp) (b + ag — bp) = (a® + %) (aq + bp — p* — ¢°).

Po otwarciu nawiaséw, redukcji wyrazéw podobnych i przeniesieniu wszystkich wyrazow
na lewa strone otrzymujemy warunek réwnowazny

a?b? + a®p? + b2¢® + 2abpq — 2a%bp — 2ab*q = 0.
Nietrudno zauwazy¢, ze ten warunek jest rownowazny warunkowi
(ap + bg — ab)? =0,

czyli
ap + bqg —ab = 0.

Zatem warunek

AR-RB = BP- PC + AQ - QC

jest réwnowazny temu, ze punkt X lezy na boku AB, c. b. d. o.
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Zadanie 6.4. (51 OM, II stopien, zadanie 2) Dwusieczna kata BAC tréjkata ABC
przecina okrag opisany na tym trdjkacie w punkcie D réznym od A. Punkty K i L sg
rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéow B i C na prosta AD. Dowiesé, ze

AD > BK + CL.

Rozwigzanie. Umieszczamy tréojkat ABC w ukladzie wspoétrzednych w taki sposob, by
A = (0,0) oraz by dwusieczna kata BAC pokrywala sie z dodatnia pélosia Ozx.

A
)
C
P\ K D,
A L ; T
B
Proste AB i AC maja wtedy odpowiednio réwnania y = —kx oraz y = kx. Niech zatem

B = (b, —kb) oraz C' = (¢, kc). Oczywiscie b > 0 i ¢ > 0. Niech wreszcie punkt (z,y)
bedzie $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Punkt (z,y) jest réwnooddalony od wierzchotkéw A i B, spelnia zatem réwnanie
2?4+ y? = (v — b)® + (y + kb)?,
ktére po uproszczeniu przyjmuje postac
2bx — 2kby = b*(k* +1).
Podobnie punkt (z, y) jest réwnooddalony od wierzchotkéw A i C', wiec spelnia réwnanie
2?4y = (2= 0)? + (y — ko).
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Po uproszczeniu to réwnanie ma postac
2cx + 2key = (k% + 1).

Zauwazmy nastepnie, ze punkt (z,y) lezy na symetralnej odcinka AD. Zatem punkt D
ma wspoétrzedne (2z,0). Musimy wiec wyznaczy¢ x z ukladu réwnan

{ 2bx — 2kby = b?(k% + 1)
2cx + 2key = *(k? + 1)

Pierwsze z tych rownan mnozymy przez c, drugie mnozymy przez b i dodajemy, otrzy-
mujac
dbex = b?c(k® + 1) + b2 (k% + 1),

czyli
4bcx = be(b+ ¢)(k* + 1),

Poniewaz bc # 0, wiec
(b+c)(k?+1)

xr = .

4

Punkt D ma zatem wspotrzedne

D ((b+c)(2k2+1),0).

Nieréwno$¢ AD > BK + CL przyjmuje zatem postaé

2
(b+c)(2k' +1) > kbt ke,

czyli
(b+c)(k?+1)
2

Poniewaz b+ ¢ > 0, wiec ta niero6wnos¢ jest rownowazna nieréwnosci

> k(b+c).

k2 +1
>k
2 — ?
czyli
k2 +1> 2k,
czyli
(k—1)2>0.

To dowodzi nieréwnosci AD > BK +CL, c. b. d. o.
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Zadanie 6.5. (52 OM, I stopien, zadanie 2) Punkty D i E leza odpowiednio na bokach
BC'i AC tréjkata ABC. Odcinki AD i BE przecinaja sie w punkcie P. Punkty K i L leza
odpowiednio na bokach BC i AC, przy czym czworokat CLPK jest réwnolegtobokiem.
Dowies¢, ze

AE  BD

EL DK’
Rozwiagzanie. Umieéémy trojkat ABC w uktadzie wspolrzednych w taki sposéb, by
C =(0,0), A = (1,0) oraz B = (a,b), przy czym b > 0. Niech nastepnie D = (ta, tb),
gdzie 0 < t < 1 oraz FE = (e,0), gdzie 0 < e < 1. Wreszcie niech P = (p, q).

A

Y

v

Réwnania prostych AD i BC maja postac:

AD: tbx+ (1 —ta)y =tb,
BE : bx+ (e—a)y = be.
Uktad réwnan
thr + (1 — ta)y = tb
{ bx + (e — a)y = be
ma dokladnie jedno rozwigzanie, gdyz

=b(te—1) #0.

tb 1—ta
b e—a

Rozwiazujac ten uktad rownan liniowych otrzymujemy wspotrzedne punktu P = (p, q):

te —at — e + ate _ bt(e—1)
te —1 1= te—1 °

p:
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Nastepnie wyznaczamy wspoélrzedne punktéw K i L. Poniewaz punkt K lezy na odcinku
CB, wiec K = (ka, kb), gdzie 0 < k < 1. Mamy jednak kb = ¢, gdyz KP || CL. Zatem

q tle—1)
k‘:—:
b te—1"

o <at(e— 1) bt(e— 1)> ‘

skad dostajemy

te—1 "~ te—1
Zatem

W:t(6_1)~[a,b]:t(6_l>'@.

te — 1 te—1

Poniewaz PL = —CK , wWiec

1 - 5200) - (40).

Mamy nastepnie

CD =t-CB,
DB =(1-t)-CB,
—1
cx ==Y &3,
te —1
ﬁ:(t_“e‘”).c—gzw.c—g.
te —1 te — 1
Stad wynika, ze
DB=(1-t)-CB,
KD:te(t—l) OB
te — 1
Oczywiscie
AE =1 —e,
EL:e_e(t—l) :et(e—l)'
et —1 et —1
Stad wynika, ze
BD. EL — et(e —1)(1 —1t) OB
te — 1
oraz
A kp=tt-Dl=¢ ~p
te — 1
Zatem
BD-EL=AFE KD,
czyli
AFE BD
ﬁ:ﬁ’ C. b d 0.
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Zadanie 6.6. (52 OM, I stopien, zadanie 7) Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC
o kacie prostym przy wierzchotku A. Punkty D i F leza na przeciwprostokatnej BC),
przy czym £DAFE = 45°. Okrag opisany na trojkacie ADFE przecina boki AB i AC
odpowiednio w punktach P i Q). Dowies¢, ze BP + CQ = PQ.

Rozwiazanie. Umieszczamy trojkat ABC w uktadzie wspélrzednych w taki sposob,
by A = (0,0), B = (1,0) oraz C = (0,1). Mozna latwo zauwazy¢, ze prosta BC' ma
réwnanie y = 1 — x. Niech nastepnie D = (t,1 —t) i niech O = (xg, yo) bedzie $rodkiem
okregu opisanego na tréjkacie ADE. Oczywiscie 0 < ¢ < 1 (mozna latwo pokazaé, ze
t<3).

A

Y

C

v

Z twierdzenia o kacie wpisanym i sSrodkowym wynika, ze L DOE = 90°. Zatem tréjkat
ODFE jest trojkatem prostokatnym réwnoramiennym, skad wynika, ze

£LODE = LOED = 45°.

Zatem prosta OD jest réwnolegta do osi Oy i prosta OF jest rownolegla do osi Ox.
Wyznaczymy teraz wspoélrzedne punktu O.

Poniewaz OD | AB, wiec xg = t. Wyznaczymy teraz druga wspolrzedna punktu O.
Punkt O jest réwnooddalony od punktéow A i D. Mamy zatem réwnanie

24y =(1—t—1y)?
Przeksztalémy to rownanie:
2+ ye =1+ +yd — 2t — 2yo + 2tyo,
1 —2t -2y + 2tyy =0,
2(1 —=t)yo =1 - 2t,
1—2t
21 —1t)

Yo =
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Stad wynika, ze
1—2t
O=|(t,—|.
(“39)

Zauwazmy nastepnie, ze prosta OD jest symetralng odcinka AP. Stad wynika, ze

P = (2t,0). Podobnie
12t
©= (0’ ﬁ) |

1-2t 262 —2t+41
11—t 1t

Zatem
PB+QC=1-2t+1-—

Wreszcie

2 4 3 2 2 2
1-—2t 4¢* — 8t° 4+ 8t — 4t + 1 2t — 2t +1
1—1¢ (1—1) (1—1)2
Poniewaz 2t> — 2t +1 > 0 oraz 1 — t > 0, wiec

22 — 2t + 1

PQ=—r—"77"—
Q T

czyli
PQ =PB+QC, c.b.d. o.
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Zadanie 6.7. (52 OM, II stopien, zadanie 2) Punkty A, B, C leza w tej wilasnie kolej-
nosci na jednej prostej, przy czym AB < BC. Punkty D, F sg wierzchotkami kwadratu
ABDE. Okrag o érednicy AC przecina prostg DE w punktach P i @), przy czym punkt
P nalezy do odcinka DFE. Proste AQ i BD przecinajg sie w punkcie R. Udowodnié, ze
DP = DR.

Rozwigzanie. Umies¢my punkty A, B i C' w ukladzie wspotrzednych w taki sposob,
by A = (0,0), B = (b,0) oraz C = (2,0). Srodek okregu o érednicy AC ma zatem
wspolrzedne O = (1,0). Z zalozenia AB < BC wynika, ze 0 < b < 1.

A
)
P Q
E D
R
A B O ]0 z

Punkty D i E maja wspotirzedne
D = (b,b), E =1(0,b).
Okrag o srednicy AC ma réwnanie
(=12 +y* =1,

czyli
z? — 2 + y2 =0.

Punkty P i Q maja druga wspélrzedna réwna b. Pierwsze wspolrzedne otrzymamy
podstawiajac do rownania okregu y = b i rozwiagzujac otrzymane réwnanie z niewiadoma
x:

z? — 22+ b% =0.

Pierwiastkami tego rownania sa

21=1—V1-b2, zo=1++1-02.
P=(1-v1-b20b), Q=(1+1-0b20b).

Réwnanie prostej AQ) ma postaé

Zatem

b
= — -
SRV

84



Poniewaz

b b(1 — V1 — b2 b(1—VI—12) 1-VI-1?

L+VI—B (VI (1-VI-02) b? b
wiec to rownanie ma postac
1—+vV1-102

y=——"17 "%

Pierwsza wspoétrzedna punktu R jest rowna b. Druga otrzymamy podstawiajac w po-
wyzszym rownaniu x = b. Otrzymamy wtedy

R=(b1—/1-b2).

Zatem
EP=1-+/1-b%2=BR,

skad wynika, ze DP = DR, c. b. d. o.
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Zadanie 6.8. (53 OM, I stopien, zadanie 2) Na bokach AB i AC tréjkata ABC zbu-
dowano, po jego zewnetrznej stronie, kwadraty ABDFE i ACFG. Punkty M i N sa
odpowiednio Srodkami odcinkéw DG i EF. Wyznaczy¢ mozliwe wartosci wyrazenia

MN : BC.

Rozwigzanie. Umie$émy trojkat ABC w ukladzie wspétrzednych tak, by B = (0,0),

C = (1,0) oraz A = (a,b).

______________

v

Przypomnijmy, ze jesli wektor o wspélrzednych [z, y] obrécimy przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara o 90° wokol jego poczatku, to otrzymamy wektor [—y,z|. Mamy

zatem

Podobnie

BA = [a,b],
BD = [-b,a],

D = (=b,a),
E=(a—bb+a)

G=(a—bb+1—a),
F=(1-b1-a).
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Wreszcie

Stad dostajemy
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Zadanie 6.9. (53 OM, III stopien, zadanie 2) Na bokach AC i BC tréjkata ostrokatnego
ABC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie, prostokaty ACPQ i BKLC o réwnych
polach. Udowodnié, ze srodek odcinka PL, punkt C' oraz srodek okregu opisanego na
tréjkacie ABC' lezg na jednej prostej.

Rozwigzanie. Umie$émy trojkat ABC w uktadzie wspolrzednych tak, by A = (0,0),
B = (1,0) oraz C = (a,b). Oczywiscie b # 0.

A

Y

v

Znéw korzystamy ze wzorow na wspotrzedne wektora obroconego o 90°. Mamy zatem
AC = [a, ], skad @ =k - [-b, a] dla pewnej liczby k& > 0. Podobnie OB = [1—a,—b],
skad CL = [- [b, 1 —a] dla pewnej liczby [ > 0. Pole prostokata AC'PQ jest zatem réwne

Pacpq = k- |[=b,d]| - |la,b]| = k(a® +b?).
Podobnie obliczamy pole prostokata C BK L:
Peprr =1-]b,1—da]|-|[1 —a,—b]| =1((1—a)*+b*).

Zatem
PAC’PQ:PCBKL = k’(a2+b2):l(a2—2a+1+b2).

Wyznaczymy teraz wspélrzedne punktu O = (xg,y0). Lezy on na symetralnej odcinka
AB, wiec xg = % Jest on tez réwnooddalony od punktéw A i C'. Mamy zatem réwnanie

g+ y5 = (xo — a)® + (yo — b)?,

czyli po uproszczeniu
2byo = a® + b — a.

O 17a2+b2—a ‘
2 2b

88

Zatem



Znajdziemy nastepnie wspélrzedne punktu M. Mamy kolejno

AC = [a, 1),

AQ =k - [~b,a] = [~kb, ka,

P = (a—kb,b+ ka),

CB =[1—a,-b],

CL =1-[b,1—a]=[b,—1ld],

L= (a+1bb+1—1la),

Mo <2a—l;b+lb’2b+ka2+l—la).

Punkty O, C'i M sa wspotliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy wektory CO iCM sg rO6WNo-
legte. Warunkiem réwnoleglosci wektoréw [p, g] i [r, s] jest réwnosé ps = gr. W naszym
przypadku mamy

— 1 a2+ b —a 1—2a a®>-1V*—a
Co_[i_a’ 2 _b}_[ 2 ' 2% }
% — 2 . . .
C—’ZW:{G l;b—klb_a, b+ ka+1 la_b}:{b(l2k)’(k l2)a+l .
a

Warunek wspotliniowosci punktéw O, C' i M ma zatem postaé

bl—k) a®>—b*—a 1-2a (k—1a+I
2 2b 2 2 ’

czyli
b(l — k)(a® = b* —a) = b(1 —2a)((k — )a+1).

Poniewaz b # 0, wiec mozemy podzieli¢ obie strony przez b:
(I —k)(a®—b*>—a) = (1 —2a)(ka —la+1),

skad dostajemy (po zgrupowaniu wyrazéw zawierajacych k po jednej stronie i wyrazéw
zawierajacych [ po drugiej stronie)

k(a® 4 b*) = 1(a® — 2a + 1 + b?).

Zatem punkty O, C'i M sa wspoélliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy pola prostokatéw
ACPQ i CBKL sa réwne, c. b. d. o.
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Dwa lematy

Lemat 1. Styczna do okregu o réwnaniu 22 +4? = r? w punkcie A = (b, ¢) ma réwnanie
bx + cy = r2. Jedli b # 0, to styczna ta przecina o§ Oz w punkcie B = (%, 0).

A

Y

v

Dowéd. Wektor OA o wspolrzednych [b, ¢] jest prostopadly do tej stycznej. Réwnanie

stycznej ma zatem postaé¢ bxr + cy = d. Podstawiajac wspolrzedne punktu A w miejsce

zmiennych z i y, otrzymujemy d = b? + c2. Podstawiajac nastepnie y = 0, otrzymujemy
2

r=",c b.d o

Whiosek. Styczna do okregu o réwnaniu 22 +y? = 1 w punkcie A = (b, ¢) ma réwnanie
ba + cy = 1. Jesli b # 0, to przecina ona o§ Oz w punkcie B = (3,0).
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Lemat 2. Styczne do okregu o réwnaniu z? 4% = r? w punktach A = (b,¢) i B = (p, q)
przecinaja sie w punkcie S o wspélrzednych

5 ((CJ—C)?“2 (b—p)r2>_

bg—cp ' bg—cp

Styczne te sa réwnoleglte wtedy i tylko wtedy, gdy wektory [b,¢c| i [p, q] sa réwnolegle
(tzn. gdy bg = cp, czyli punkty A i B pokrywaja sie lub sa koncami tej samej Srednicy).

A

Y

v

B
Dowéd. Mamy rozwiaza¢ uktad réwnan:
{ bx + cy = r?
pr+qy =12

Ukltad ten ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy bg — c¢p # 0 i jego rozwigzanie ma
postaé

L C ol L Gl i

bg—cp’ bg—cp’
c. b. d. o.

Whiosek. Styczne do okregu o réwnaniu x2 +y? = 1 w punktach A = (b,¢) i B = (p, q)
przecinaja sie w punkcie S o wspéirzednych

s (A=c bzp )
bg —cp bg—cp

Styczne te sa rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy bg = cp.
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Zadanie 6.10. (54 OM, I stopien, zadanie 3) Trzy r6zne punkty A, B, C leza na okregu
o. Proste styczne do okregu o w punktach A i B przecinaja sie w punkcie P. Prosta
styczna do okregu o w punkcie C' przecina prosta AB w punkcie ). Udowodnié¢, ze
PQ? = PB? + QC”.

Rozwigzanie. Umieszczamy Srodek okregu w poczatku uktadu wspoétrzednych i przyj-
mujemy promien okregu za jednostke. Nasz okrag ma wtedy réwnanie 22432 = 1. Niech
punkty A, B i C' maja wtedy wspolrzedne A = (a,b), B = (a,—b) i C = (p, q). Styczne
do okregu w punktach A i B przecinaja sie wtedy w punkcie P = (%, 0). Prosta AB ma
réwnanie x = a. Styczna do okregu w punkcie C' ma réwnanie pxr + qy = 1 i przecina
prosta AB w punkcie @ = (a, 1_%). Oczywiscie q # 0, gdyz z zalozenia styczna do
okregu w punkcie C przecina prosta AB.

A

Y

-
Y

v

Mamy wtedy

2 2 1—ap 2
CQ*=(p—a) +(q— )

Réwnoséé PQ? = PB? 4+ QC? zostanie udowodniona, jeéli pokazemy, ze

1—ap 2 1—ap 2
V+(p—a)+(q— = .
q q
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Przeksztalcamy zatem t¢ réwnosé¢ w sposob rownowazny:

2 2 2 2 1—ap 1 —ap ? I —ap ?
b +p° —2ap+a”+q —QQT-F . = . ;

b2 +p* —2ap+a*+¢* —2(1 —ap) =0,
a? + 02 +p? +¢* —2ap — 2+ 2ap = 0,
P+ 4+pP =2

Ta ostatnia réwnosé¢ jest prawdziwa, gdyz punkty A i C leza na okregu o réwnaniu
22 +y?>=1,c b.d. o.
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Zadanie 6.11. (54 OM, I stopien, zadanie 6) Punkty A, B, C, D leza w tej wlasnie
kolejnosci na okregu o. Punkt M jest srodkiem tego tuku AB okregu o, ktéry nie zawiera
punktéw C' i D; punkt N jest Srodkiem tego tuku C'D okregu o, ktéry nie zawiera
punktéw A i B. Dowiesé, ze

AN? — BN? _ DM? - CM?
AB~ CD

Rozwigzanie. Umieszczamy srodek okregu w poczatku uktadu wspoétrzednych i przyj-
mujemy, ze promien okregu jest réwny 1. Réwnanie okregu ma zatem postaé¢ z2+y? = 1.
Przyjmijmy nastepnie, ze punkty A i B maja wspélrzedne A = (a,b) oraz B = (a, —b)
(zatem b < 0). Zalézmy nastepnie, ze punkt M ma wspélrzedne M = (1,0) (tzn. punkty
C i D leza ,na lewo” od punktéw A i B, czyli ich pierwsze wspolrzedne sa mniejsze
od a). Niech wreszcie punkt N = (p, q) bedzie $rodkiem tuku C'D. Obliczymy wartos¢
wyrazenia
AN? — BN?
AB ’

Do obliczenia wartoéci tego wyrazenia nie sa potrzebne wspotrzedne punktéw C' i D;
istotne jest tylko to, gdzie lezy srodek tuku C'D.

4

Y

I
\

Mamy zatem

AN? = (a —p)? + (b—q)* = a® — 2ap + p* + b* — 2bq + ¢* = 2 — 2ap — 2bq
oraz

BN? = (a—p)* + (b+q)*> = a®> — 2ap + p* + b* + 2bqg + ¢*> = 2 — 2ap + 2bq.
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Stad wynika, ze AN? — BN? = —4bq. Mamy tez AB = —2b. Stad wynika, ze

AN? — BN?
Y

Zatem wartos¢ wyrazenia
AN? — BN?
AB
jest réwna podwojonej odlegtosci punktu N od Srednicy, ktérej jednym z koncéw jest
punkt M, wzietej ze znakiem plus, jesli AN > BN i ze znakiem minus, jesli AN < BN.

W podobny sposéb pokazujemy, ze warto$¢ wyrazenia

DM? — CM?
CD

jest réwna podwojonej odlegtosci punktu M od Srednicy, ktorej jednym z koncéw jest
punkt N, wzieta ze znakiem plus lub minus w zaleznosci od tego, czy DM > CM, czy
DM < CM.

Zauwazmy nastepnie, ze z polozenia punktéw A, B, C'i D na okregu (tzn. z tego, ze
leza one w tej kolejnosci) wynika, ze AN > BN wtedy i tylko wtedy, gdy DM > CM.
Zatem wystarczy dowies¢, ze odlegtos¢ punktu N od $rednicy, ktérej koncem jest punkt
M, jest réwna odleglosci punktu M od $rednicy, ktorej koncem jest punkt V.

A

Y

Inaczej moéowiac, mamy dowiesé¢, ze NP = M R. To jednak wynika natychmiast z przy-
stawania trojkatéw OPN i ORM, c. b. d. o.
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Zadanie 6.12. (54 OM, I stopien, zadanie 11) Dany jest czworokat wypukly ABCD.
Punkty P i @, rézne od wierzchotkéw czworokata, leza odpowiednio na bokach BC
i CD, przy czym A BAP = £DAQ. Udowodni¢, ze trojkaty ABP i AD(Q maja rowne
pola wtedy i tylko wtedy, gdy ich ortocentra leza na prostej prostopadiej do AC.
Uwaga. Ortocentrum tréjkata to punkt przeciecia wysokodci.

Rozwiazanie. Umieszczamy czworokat ABC D w uktadzie wspolrzednych w taki spo-
séb, by A = (0,0) i by dodatnia pélo§ Oz byla dwusieczna kata A. Wtedy jest ona
takze dwusieczng kata PAQ. Niech nastepnie réwnania prostych AQ i AD maja postaé

AQ: y=kx, AD: y=lx,
gdzie | > k > 0. Wtedy rownania prostych AP i AB maja postaé
AP: y=—kx, AB: y=—lx.
Przyjmijmy nastepnie, ze punkty B, D, P i () maja wspolrzedne
B =(b,—lb), D=(d,ld), P=(p,—kp), Q= (g kq),
gdzie b, d, p, q > 0. Poniewaz punkty P i ) leza odpowiednio na bokach BC'i CD czwo-

rokata ABC D, wiec proste BP i D() przecinaja sie. Punktem przeciecia jest wierzchotek
C.

A
Y D

I
Sy

B

Wyznaczymy najpierw wspoélrzedne wierzchotka C'. Zauwazmy zatem, ze réwnania pro-
stych BP i D@ maja postac:



Rozwiazujac ten uktad réwnan, otrzymujemy

U= k)(pg(b+d) —bd(p+q)) (I—k)(kpg(b—d)+bdl(q—p))
~ \ (kE+1)(bg + dp) — 2(kpq + bdl)’ (k +1)(bq + dp) — 2(kpq + bdl) |

Z zalozenia wynika, ze (k + 1)(bq + dp) — 2(kpg + bdl) # 0. Teraz mamy

-k
AC = D dp) st a0+ D~ bdp ). hpa(b — d) + bil(g = p)].

Nastepnie wyznaczamy wspotrzedne ortocentrow tréjkatow ABP i ADQ. Nietrudne
obliczenia daja nastepujace wyniki. Ortocentrum G trojkata ABP ma wspolrzedne

kl+1 kl+1
G = (ﬁ(bl — kp), ﬁ(b—]?)> -

Ortocentrum H tréjkata AD(Q ma natomiast wspolrzedne

kl+1 kl+1
H= (2"t —ky) . " 2(g—ad)) .
(l_k(dl kq), 74 d)>

Stad wynika, ze

1
CTH’:%-[dl—kq—bz+kp,q—d—b+p}.

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by prosta GH byla prostopadla do
przekatnej AC, jest rownosé GH -AC =0. Do tego z kolei potrzeba i wystarcza, by

[dl — kq— bl + kp,q—d—b+p| - [pg(b+ d) — bd(p + q), kpq(b — d) + bdl(q — p)] =0,
czyli

(dl —kq—bl+kp) - (pg(b+d) —bd(p+q)) + (¢ —d—b+p)- (kpg(b—d) +bdl(q—p)) =0,
Po otwarciu nawiaséw i redukcji wyrazéw podobnych otrzymamy réwnosé rownowazna

2(bkp*q—dkpg® +b2dlp—bd?1q)+d*Ipq+-bdkq? +d* kpg+bdlq* —b* Ipg—bdkp* —b? kpg—bdlp?
=0.

Grupujemy wyrazy:

2bp(kpq + bdl) — 2dq(kpq + bdl) + dq(dlp + bkq + dkp + blq) — bp(blq + dkp + bkq + dlp)
= O’

czyli
(dg — bp)(dlp + bkq + dkp + blq) — 2(kpq + bdl)(dq — bp) = 0,
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czyli
(dq — bp) ((k: +1)(bg + dp) — 2(kpq + bdl)) =0.

Zatem
GH -AC =0 < (dg—bp) - ((k+1)(bg + dp) — 2(kpg + bdl)) = 0.
Poniewaz (k +1)(bq + dp) — 2(kpgq + bdl) # 0, wiec ostatecznie
GH -AC =0 & dq —bp = 0.
Zbadamy teraz, kiedy pola trojkatéw ABP i AD(Q sa réwne. Poniewaz katy BAP i DAQ

sg rOwne, wiec
Papp = Papq < |AB|-|AP|=|AD|-|Aq|.
Mamy nastepnie
= |[b, =) =b-|[1, =] = bV1 + 12,
AP | = |lp,~kpl| = p- |[1,—K]| = pV/T + &2,
— |[d,1d)| = d - |[1,1]] = dv/1+ 12,
AG| = lla. kal| = a-|[1, K] = aV/1 + k2.

Zatem

Papp = Papq ¢ bpy/(1+k2)(1+12) = dg/(1 + k2)(1 + 2),

czyli
Papp = Papg < bp=dq.

Ostaecznie dostajemy
GH -AC =0 Pspp = Papq,

c. b. d. o.
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Rozwigzanie 2. Rozpatrujemy tylko tréjkat ABC' i umieszczamy go w uktadzie wspol-
rzednych tak, by A = (0,0), C = (1,0) oraz B = (a,b). Chcemy pokazaé, ze pierwsza
wspdirzedna ortocentrum trojkata ABP zalezy wylacznie od pola tego trojkata i od
kata BAP. Wyniknie stad, ze jesli pola trojkatéw ABP i ADQ sa réwne i katy BAP
i DAQ sa réwne, to rzuty prostokatne ortocentréow tréjkatow ABP i ADQ na o$ Ox
pokrywaja sie, czyli prosta taczaca te ortocentra jest prostopadia do prostej AC.

Oznaczmy £BAP = ¢. Niech wreszcie P = (p, q).

yﬂ
B

-
-

v

Zauwazmy, ze

. AB.aP
YT AB| AP

i stad
AB - AP

Ccos

[AB| - |AP| =

Nastepnie
1 1
Paipp = 3 |A§| . |Af_j| -sinp = 5 .AB - AP “tg .

Stad dostajemy
E ﬁ = 2Papp - ctg .

Roéwnanie prostej BC' ma postac

bxr+ (1 —a)y—b=0.
Poniewaz punkt P lezy na prostej BC, wiec

bp+ (1 —a)qg—b=0,
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czyli
bp—aq=5b—q.

Zauwazmy nastepnie, ze b — q # 0, gdyz prosta BP nie jest rownolegla do osi Ozx.

Wyznaczamy teraz pierwsza wspolrzedna ortocentrum tréjkata ABP. Prosta AB ma
rownanie

y=—-2x.
a

Stad tatwo dostajemy rownanie prostej zawierajacej wysokos¢é opuszczong na bok AB:

a4 Tope
=——-z+ - .
y=-7 p Pt

W podobny sposéb wyznaczamy réwnanie prostej zawierajacej wysokos¢ opuszczong na

bok AP:

yz—g-m+1—?-a+b.

q q

Szukana pierwsza wspolrzedng ortocentrum wyznaczymy z réwnania

a a
——~:c+—~p+q:—£~:c+]—9-a+b.
b b q q

Przeksztalcamy to réwnanie w sposob réwnowazny:

—aqz + apq + bg® = —bpz + abp + b,
(bp — aq)x = abp + b*q — apq — bq?,
(bp — agq)z = ap(b — q) + bq(b — q),

(bp — aq)z = (b — q)(ap + bq).

Poniewaz bp — aq = b — q # 0, wiec
x = ap+ bq —AB . AP = 2PApp - ctg .

Pokazalismy wiec, ze pierwsza wspolrzedna ortocentrum trojkata AB P zalezy wylacznie
od pola tego tréjkata i od kata BAP, c. b. d. o.
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Zadanie 6.13. (54 OM, II stopien, zadanie 5) Punkt A lezy na zewnatrz okregu o
o $rodku O. Z punktu A poprowadzono dwie styczne do okregu odpowiednio w punktach
B i C. Pewna styczna do okregu o przecina odcinki AB i AC odpowiednio w punktach
i F'. Proste OF i OF przecinaja odcinek BC odpowiednio w punktach P i ). Udowodnic¢,
ze z odcinkéw BP, PQ i QC mozna zbudowaé trojkat podobny do trojkata AEF.

Rozwigzanie. Umieszczamy okrag w ukladzie wspolrzednych tak, by O = (0, 0). Przyj-
mujemy jednostke réwna promieniowi okregu. Nasz okrag ma zatem réwnanie

x2—|—y2:1.

Nastepnie umieszczamy punkty B i C' tak, by prosta BC' byla prostopadta do osi Oz.
Punkt A bedzie wtedy lezal na tej osi. Niech zatem B = (b, c) oraz C' = (b, —c), przy
czym b > 0. Oczywidcie b% + c? = 1.

A
Y
B
E
P A :
O R x
Q D
_/‘CF

Niech nastepnie prosta E'F' bedzie styczna do okregu w punkcie D = (p, q). Z lematow

11 2 wynika, ze
1
A=1-,0
()
E: q_c7 b_p )
bqg —cp  bqg — cp

(q+c b—p)
F = , )
bg+cp’ bg+ cp

Réwnanie prostej OF ma postaé




i z niego latwo wyznaczamy wspolrzedne punktu P:

pP= <b,b_p-b>.
q—=cC

BP_C_(b—p)b_cq—cQ—b2+bp_bp+Cq_1

Mamy teraz

Nastepnie

) (4o

bq+bc—bq—cp)2+( b—p )2_
(bg + cp)b bg+cp)
p

(

(

(s
:(é%%%)+(£lw -

(-

(

(

Stad dostajemy

AF? qg—c b—p (g—c)(b—p)

( 2pq + bep? +bcq —i—Cpq—bC]—Cp) b2 =
(¢ —c)(b—p)
:(b2+c )pq + be(p? +Q)—bq—0p)2~b2:
(q—c)(b—p)
:(Pq+bc—bq—cp) b= (—1)2 0 = 1P,
bq — pq — bc + cp
Zatem
BE_,
AF
Podobnie
cQ_,
AE 7
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Zauwazmy teraz, ze BC = 2BR oraz

BR_OR _,
AB OB ’
Stad
BC _,
2AB ’
Nastepnie

BC = BP + PQ +CQ

oraz
2AB=AB+AC =AF+EB+AF+CF =AE+AF+FED+FD = AE+ AF + EF.

Zatem
BP+PQ+CQ=0b-(AE+ AF + EF).

Jednoczesnie

BP =b-AF oraz CQ=0b-AE.

Stad mamy
b-AF+PQ+b-AE=b-AE+b-AF +0b- EF,

czyli
PQ =b-EF.

Ostatecznie
BP CQ PQ

1F — A8~ R c. b. d. o.
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